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中文摘要 

 I

摘 要 

本文主要研究了三类弱第一可数空间的性质和度量空间的严格可数双商映

像．在第一部分，得到了严格 Fréchet 空间可刻画为映满它们的每一序列覆盖映

射是严格可数双商映射；引入了严格可达空间，获得了一个 1T 空间 X 是严格可

达空间当且仅当映满 X 的每一商映射是严格可数双商映射；并指出对一个 2T 的

k 空间 X ，X 是离散空间当且仅当映满 X 的每一商映射是严格可数双商映射或

双商映射，这部分回答了 F．Siwiec 提出的问题：给出空间 X 的内在刻画使得

映满 X 的每一商映射是双商映射．在第二部分，给出了w 空间的新刻画，建

立了w 空间的和定理，并肯定地回答了林寿教授提出的问题：w 空间是否保

持可数闭和定理？ 

 

关键词：严格 Fréchet 空间；严格可数双商映射；序列覆盖映射；严格可达空间；

严格 k 空间；可数双商映射；w 空间；可数闭和定理；
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英文摘要 

 III

Abstract 

In this paper, three kinds of weakly first countable spaces and strictly countably bi-quotient 

images of metric spaces are studied. In the first part, strictly Fréchet spaces are characterized 

as the spaces in which every sequence-covering mapping onto them is strictly countably 

bi-quotient; strict accessibility spaces are introduced, in which a 1T -space X  is strict 

accessibility if and only if every quotient mapping onto X  is strictly countably bi-quotient; 

for a 2T , k -space X  every quotient mapping onto X  is strictly countably bi-quotient or 

bi-quotient if and only if X  is discrete, they partially answer the following question posed 

by F. Siwiec: give an intrinsic characterization of the class of spaces X  such that every 

quotient mapping onto X  is bi-quotient. In the second part, a new characterization and sum 

theorems of w -spaces are obtained. And we give an affirmative answer to the following 

question posed by professor S. Lin: Whether w -spaces satisfy the countable closed sum 

theorems? 

 

Keywords: strictly Fréchet spaces ； strictly countably bi-quotient mappings ； 

sequence-covering mappings； strict accessibility spaces； strictly k  -spaces；countably 

bi-quotient mappings；w -spaces； countable closed sum theorems 
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第 1 章 引 言 

1.1 研究现状 

广义度量空间是一般拓扑学中一个重要的研究方向，其中映射方法及 g 函

数方法是基本的研究工具．本文主要内容涉及特殊的映射类及由 g 函数确定的

空间类． 

1961 年 Alexandroff[1]在布拉格“一般拓扑学以及它与现代分析和代数的关

系”的国际学术会议上提出了用映射来研究空间的设想，即将各式各样的拓扑

空间类通过映射作为纽带将它们联系在一起，然后按空间类与映射类之间的不

同而分门别类地进行研究．1966 年 Arhangel’skiĭ[2]发表了历史性文献“映射与

空间”，继承并发展了 Alexandroff 的这一设想，开创了用映射研究空间的新纪

元．它较系统地总结了一般拓扑学发展半个世纪以来，人们在映射理论方面取

得的重要成果，更重要的是对如何借助映射来研究各式各样的空间给出了具体

的问题．由此形成 Alexandroff-Arhangel’skiĭ问题，其核心内容是用映射建立度

量空间类与具有确定拓扑性质的空间类之间的关系．1992 年林寿[3]在“关于

Arhangel’skiĭ的‘映射与空间’”中综述了该方向对于一般拓扑学及集论拓扑学

产生的持续推动作用．Alexandroff 关于映射与空间的相互分类原则已成为一般

拓扑学进一步研究的重要源泉，并在许多具体的空间类上实现(例如见文[4，5，

6，7，8])．

依照 Alexandroff-Arhangel’skiĭ思想，拓扑学家们通过不同的映射得到了许

多空间的有趣的刻画，特别是得到了度量空间在不同映射下的映像．Fréchet 空

间，可达空间和强 k 空间等都属于弱第一可数空间类．弱第一可数空间类在广

义度量空间与度量化的研究中占据着极其重要的位置，已经成为一般拓扑学中

一个引人注目的研究课题．例如，

定理 1.1.1[8，定理 4.2] 对拓扑空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是 Fréchet 空间； 

(2) 映满 X 的每一序列覆盖映射是伪开映射； 

(3) X 是某一度量空间的伪开映像． 
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定理 1.1.2[8，定理 4.4] 对拓扑空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是强 Fréchet 空间； 

(2) 映满 X 的每一序列覆盖映射是可数双商映射； 

(3) X 是某一度量空间的可数双商映像． 

定理 1.1.3[9] 1T 空间 X 是可达空间当且仅当映满 X 的每一商映射是伪开映

射． 

定理 1.1.4[8，定理 4.3] 1T 空间 X 是强可达空间当且仅当映满 X 的每一商

映射是可数双商映射． 

定理 1.1.5[8，定理 4.6] 对 2T 空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是强 k 空间； 

(2) 映满 X 的每一紧覆盖映射是可数双商映射； 

(3) X 是某一仿紧局部紧空间的可数双商映像． 

1982 年，Gerlits 和 Nagy[10]定义了严格 Fréchet 空间，在较早的一些文献

中，严格 Fréchet 空间也称为w空间[11，12]．1985 年，朱建平[5]定义了w映射，

并且得到了如下结果： 

定理 1.1.6[5，定理 4] 对拓扑空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是严格 Fréchet 空间； 

(2) X 是某一局部紧的度量空间的w映像； 

(3) X 是某一度量空间的w映像． 

在文[5]中，朱建平还定义了w - k 空间，且证明了w - k 空间可刻画为某一

仿紧局部紧空间的w像． 

本文将w映射重新命名为“严格可数双商映射”，w - k 空间重新命名为“严

格 k 空间”． 

一些弱第一可数空间类的关系及一些商映射类的关系见由图 1 和图 2，我

们注意到如下几个问题： 

问题 1.1.7 严格 Fréchet 空间 X 是否可以刻画为映满 X 的每一序列覆盖映

射是严格可数双商映射？ 

问题 1.1.8 怎么样刻画拓扑空间 X 使得映满 X 的每一商映射是严格可数双



第 1 章 引言  

 - 3 -

商映射？ 

问题 1.1.9 怎么样刻画拓扑空间 X 使得映满 X 的每一紧覆盖映射是严格可

数双商映射？ 

除此之外，我们试图解决 1975 年 Siwiec [13]提出的下述问题： 

问题 1.1.10[13，表格 22，p.32] 给出空间 X 的内在刻画使得映满 X 的每一

商映射是双商映射． 

                 第一可数           局部紧 
 
             双序列  严格 Fréchet     严格 k   
 
      强可达     强 Fréchet     强 k   
            
        可达       Fréchet       k   
 
                   序列        k ． 
                    
                  图 1 

                     
                      几乎开 
 
            严格可数双商   双商 
 

                  可数双商 

 

                    伪开 

 

                    商． 

 

                   图 2 

另一方面， g 函数可用以统一地刻画一大部分广义度量空间，使能更好地

理解掌握它们间的联系，同时也成为产生新的广义度量空间的源泉．1977 年

Fletcher 和 Lindgren[14]利用 空间的 g 函数刻画，定义了一类重要的广义度量

空间——w 空间．1989 年，滕辉、夏省祥、林寿[15]给出了w 空间的一个如

下的等价刻画： 

定理 1.1.11[15，定理 2] 对于空间 X ，下列各条件等价： 

(a) X 是w 空间． 
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(b) 对 X 的任一子集 S ，有 X 的开子集列   n n
U S


与之对应且满足： 

1)    1n nU S U S  ，  nS U S ； 

2) 若 S T X  ，则    n nU S U T ； 

3) 若 n n
F

 是 X 的递减且交为空的闭集列，则   n n n
n

U U F


 

 ． 

(c) 对 X 的任一子集 S ，有 X 的闭子集列   n n
F S


与之对应且满足： 

1)    1n nF S F S ，  nF S S ； 

2) 若 S T X  ，则    n nF S F T ； 

3) 若 n n
U

是 X 的递增开覆盖，则   n n n
n

F F U X




 ． 

 空间也是通过 g 函数定义的一类重要的广义度量空间． 由文[15]我们可

以知道，  空间和w 空间存在类似的等价刻画，并有着很多相似的性质．我

们知道 空间和半层空间分别都满足可数闭和定理[16，定理 7.3.4；5，定理 13]， 

即可数个闭 子空间的并是 空间，可数个闭的半层子空间的并仍是半层空

间．1996 年，林寿[17]提出如下问题： 

问题 1.1.12[17，问题 3.3] 下列性质是否满足可数闭和定理：  ，w ？ 

近来，彭良雪和王丽霞[18，定理 12]利用MCM 空间证明了  空间满足可

数闭和定理．这启发我们是否可以通过定义一个类似于MCM 空间的新空间来

解决w 空间是否保持可数闭和定理的这个问题． 

                   半层 

 

            w           MCM ． 

关于  空间和w 空间已有的一些主要相关结果如下： 

定理 1.1.13[19，定理 5] X 是  空间当且仅当 X 是MCM 空间． 

定理 1.1.14[18，定理 12] 若 m
m

X X




 ，其中 mX 都是 X 的闭的MCM 子空
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间，则 X 是MCM 空间． 

定理 1.1.15[15，定理 2] w 空间在闭映射下的像为w 空间． 

1.2 本文的主要结果 

本文的第 2章主要围绕问题 1.1.7～1.1.10 进行讨论，并给出问题 1.1.7，

1.1.8 和 1.1.10 的回答． 

主要结果如下： 

定理 1.2.1(定理 2.1.16) 对拓扑空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是严格 Fréchet 空间； 

(2) 映满 X 的每一序列覆盖映射是严格可数双商映射； 

(3) 映满 X 的每一集列覆盖映射是严格可数双商映射； 

(4) X 是某一度量空间的严格可数双商映像[5，定理 4]． 

我们给出了严格可达空间的概念(见定义 2.1.1)，证明了： 

定理 1.2.2(定理 2.2.6) 1T 空间 X 是严格可达空间当且仅当映满 X 的每一商

映射是严格可数双商映射． 

定理 1.2.3(定理 2.4.3) 对 1T 空间 X ，下列条件等价： 

(1) 映满 X 的每一商映射是几乎开映射； 

(2) 若 X 由覆盖P 所决定，则   int :P PP 覆盖 X ． 

定理 1.2.4(定理 2.4.4) 映满 1T 空间 X 的每一商映射是双商映射当且仅当若

X 由覆盖P 所决定，则   in t :  有限P P P 覆盖 X ． 

定理 1.2.5(定理 2.4.6) 对 2T 的 k 空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是离散空间； 

(2) 映满 X 的每一映射是开映射； 

(3) 映满的每 X 一商映射是几乎开映射； 

(4) 映满 X 的每一商映射是双商映射； 

(5) 映满 X 的每一商映射是严格可数双商映射． 

                                                        
 圆括号中的部分是指在正文中相应章节的编号，下同． 
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定理 1.2.6(定理 2.4.8) 设 :f X Y 是闭映射．对度量空间 X ，下列条件等

价： 

(1) f 是几乎开映射； 

(2) f 是集列覆盖映射； 

(3) f 是序列覆盖映射； 

(4) f 是严格可数双商映射． 

第 3 章引入了强MCM 空间，得到了w 空间的一个新刻画． 

主要结果如下： 

定理 1.2.7(定理 3.2.9) w 空间满足 局部有限闭和定理． 

由此，w 空间满足可数闭和定理，这肯定地回答了林寿教授[17]提出的关

于w 空间的问题． 

本文所有的映射都约定是连续且满的，所论空间不预先假设满足任何分离

公理．对一些未说明的定义和术语读者可以参考文献[20，21]．
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第 2 章  严格可数双商映射 

本章讨论与可数双商映射相关的一些空间类与映射类，主要涉及三类弱第

一可数空间和度量空间的严格可数双商映像．我们首先得到了严格 Fréchet 空间

可刻画为映满他们的每一序列覆盖映射是严格可数双商映射．接着引入严格可

达空间，获得了一个 1T 空间 X 是严格可达空间当且仅当映满 X 的每一商映射是

严格可数双商映射的结论．最后指出对一个 2T 的 k 空间 X ，X 是离散空间当且

仅当映满 X 的每一商映射是严格可数双商映射或双商映射．这部分回答了

F．Siwiec[13，表格 22，p.32]提出的问题． 

2.1 严格 Fréchet 空间 

本节，我们讨论严格 Fréchet 空间和序列覆盖映射，严格可数双商映射之间

的关系． 

定义 2.1.1[6] 空间 X 称为 Fréchet 空间(Fréchet space)，若 A是空间 X 的子

集，且 x A ，则存在 X 中收敛于 x 的序列 n n
x

 使得对任意的 n， nx A ． 

定义 2.1.2[8] 空间 X 称为强 Fréchet 空间(strongly Fréchet space)，若 n n
A



是空间 X 的递减的集列，且 n nx A  ，则存在 X 中收敛于 x的序列 n n
x

 使

得对任意的 n， n nx A ． 

定义 2.1.3[10] 空间 X 称为严格 Fréchet 空间(strictly Fréchet space)，若

 n n
A

是空间 X 的集列，且 n nx A  ，则存在 X 中收敛于 x的序列 n n
x

使

得对任意的 n， n nx A ． 

定义 2.1.4[22] 空间 X 的子集族P 称为 x X 的网(network)，如果 xP ， 

并且若U 是 x的邻域，则存在PP ，使得 P U ． 

1985 年，朱建平[5]定义了w映射( w -mapping)，在此，把w映射重新命名

为“严格可数双商映射”． 

定义 2.1.5 设映射 :f X Y ． 

(1) f 称为可数双商映射[8](countably bi-quotient mapping)，如果 y Y 且

X 的开子集的可数族 :nU n 覆盖  1f y ，则存在 :nU n 的某一有限子
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集族U ，使得  f U 是 y 在Y 中的邻域； 

(2) f 称为严格可数双商映射(strictly countably bi-quotient mapping)，如果

y Y 且 X 的开子集的可数族  :nU n 覆盖  1f y ，则存在 m 使得

 mf U 是 y 在Y 中的邻域； 

 (3) f 称为几乎开映射[23](almost open mapping)，若对于每一 y Y ，存

在  1x f y 使得 x在 X 中的每一邻域关于 f 的像是 y 在Y 中的邻域； 

(4) f 称为伪开映射[24](pseudo-open mapping)，若对于每一 y Y ，如果 X

中的开集U 包含  1f y ，则  f U 是 y 在Y 中的邻域； 

(5) f 称为序列覆盖映射[8] (sequence-covering mapping)，若 n n
y

是Y 中

收敛于 y Y 的序列，则对任意的 n，存在点列  1
n nx f y 和  1x f y 使

得 nx x ； 

(6) f 称为集列覆盖映射[25] (set-sequence-covering mapping)，若 n n
A


是

Y 中收敛于 y 的递减集列，则存在  1x f y 及 X 中的递减集列 n n
B

 使得

nB x ，且对任意的 n，且  n nf B A ． 

其中集列 n n
B

收敛于 x ，记为 nB x ，指的是：若U 是 x 在 X 中的邻域，

则存在m使得对任意的n m ， nB x ．定义 2.1.5 的(5)中的序列覆盖映射

不同于[26]定义的序列覆盖映射，Gruenhage，Michael 和 Tanaka [26]意义下的定

义是：称映射 :f X Y 是序列覆盖映射，若对Y 中每一含极限点的收敛序列 S ，

存在 X 的紧子集 L使得 ( )f L S ． 

引理 2.1.6[5，引理 2] :f X Y 是严格可数双商映射当且仅当对任意的

y Y ， 和以 y 为聚点的子集列 n n
A

，即 n ny A  ，存在  1x f y ，使 

得  1
n nx f A
  ． 
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命题 2.1.7 严格可数双商映射是遗传的，即若 :f X Y 是严格可数双商映

射，且Z 是Y 的子空间，则     ZZff
Zf




1:1 也是严格可数双商映射． 

证明：记  1
0X f Z ．对每一 y Z 及子空间 0X 的覆盖  1f y 的可数开集

族  n n
U

 ，存在 X 的开集族  n n
V

 使得对每一 n， 0n nU V X  ．由于

 1
n nf y V
  ，存在m使得   int X my f V ．从而 

        0int X m m m my f V Z f V Z f V X f U       ． 

所以     ZZff
Zf




1:1 也是严格可数双商映射． 

命题 2.1.8 设 :f X Y ，若 f 限制在 X 的子空间上是到Y 的严格可数双商

映射(即存在 XX  ，使得   YXf  ，且 Xf 是严格可数双商映射)．则 f 是严

格可数双商映射． 

证明：设 n n
A


是Y 中的集列，且 n ny A  ．因为 Xf 是严格可数双商映

射，由引理 2.1.6，存在    1 1x f y X f y    ，使得 

    1 1
n X n n nXx cl f A f A X X 

          

                  1 1
n n n nf A X f A 
      ． 

再由引理 2.1.6， f 是严格可数双商映射． 

命题 2.1.9 设 :f X Y ， :g Y Z ． 

(1) 若 f 和 g 都是严格可数双商映射，则 g f 也是严格可数双商映射； 

(2) 若 g f 是严格可数双商映射，则 g 也是严格可数双商映射． 

证明：(1)．设 n n
A

是 Z 中集列，且 n nz A  ．因为 g 是严格可数双商

映射，所以由引理 2.1.6，存在  1y g z ，使得  1
n ny g A
  ．又由于 f 是

严格可数双商映射，同样由引理 2.1.6，存在 

        11 1 1x f y f g z g f z
      ， 
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使得       11 1
n n n nx f g A g f A

 
      ．从而再由引理 2.1.6， g f 是严

格可数双商映射． 

(2)．设 n n
A

是Z 中集列，且 n nz A  ．因为 g f 是严格可数双商映射， 

所以由引理 2.1.6，存在       1 1 1x g f z f g z
    ，使得 

         1 1 1 1 1
n n n n n nx g f A f g A f g A

    
          ． 

于是           1 1 1 1 1
n n n n n ny f x f f g A f f g A g A    
          ．从而

再由引理 2.1.6， g 是严格可数双商映射． 

引理 2.1.10[27，定理 3.2] 设 X 是严格 Fréchet 空间，且 n n
A

是空间 X 的

集列．若 n nx A  ，则存在 X 中收敛于 x 的序列 m m
b

满足：对每一 n，

 : m nm b A  是无限集． 

引理 2.1.11 设 :f X Y 是序列覆盖映射．若Y 是严格 Fréchet 空间，则 f 是

严格可数双商映射． 

证明：设 y Y 和  1
n nf y U
  ，其中对任意的 n， nU 是 X 的开集． 

若对任意的 n，   int ny f U ，则  ny Y f U  ．由Y 的严格 Fréchet 性质

及引理 2.1.10，存在 Y 中收敛于 y 的序列  i i
y

 ，使得对每一 n ， 

  : i ni y Y f U   是无限集．因为 f 是序列覆盖映射，存在 X 中的序列

 i i
x

和  1x f y 使得每一  1
i ix f y 且 ix x ．则存在 k使得 kx U ， 

从而存在 0i 使得对每一 0i i ， i kx U ，于是  i ky f U ，矛盾．所以 f 是

严格可数双商映射． 

引理 2.1.12[5] 严格可数双商映射保持严格 Fréchet 空间． 

引理 2.1.13[25] 每一集列覆盖映射是序列覆盖映射． 

引理 2.1.14[28，定理 4.4] 对任一空间Y ，存在度量空间 X 及映射 :f X Y

具有下述性质：如果 n n
C

是某点 y Y 的递减的网，则存在  1x f y 及 x 在
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X 中递减的邻域基 n n
D

，使得对任意的 n，  n nf D C ． 

引理 2.1.15[25，28] 每一空间都是某一度量空间的集列覆盖映像． 

证明：若每一空间要求 1T 时，该引理在文[25，命题 3.3]中得到了证明．下

面我们证明该引理不需要任何的分离性质． 

设 n n
A

是Y 中收敛于 y 的递减集列，则   n n
A y





是 y 在Y 中递减的

网．由引理 2.1.14，存在  1x f y 及 x 在 X 中递减的邻域基 n n
D

使得对任

意 的 n ，    n nf D A y  ． 不 妨 设 对 任 意 的 n ， ny A ， 令

 1
n nB D f y  ．则 n n

B
是 X 中收敛于 x 的递减集列，且对任意的 n， 

 n nf B A ．故 :f X Y 是集列覆盖映射． 

定理 2.1.16 对拓扑空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是严格 Fréchet 空间； 

(2) 映满 X 的每一序列覆盖映射是严格可数双商映射； 

(3) 映满 X 的每一集列覆盖映射是严格可数双商映射； 

(4) X 是某一度量空间的严格可数双商映像[5，定理 4]． 

证明：由引理 2.1.11，2.1.12 和 2.1.13 得(4) (1) (2) (3)． 

(3) (4)．设空间 X 满足条件(3)．由引理 2.1.15，存在度量空间M 和集列

覆盖映射 :f M X ，则由条件(3)知 f 是严格可数双商映射． 

第一可数空间上的几乎开映射是序列覆盖映射[8]．我们提出下述两相关问

题： 

问题 2.1.17 度量空间上的严格可数双商映射是否序列覆盖映射？ 

问题 2.1.18 严格 Fréchet 空间上的几乎开映射是否序列覆盖映射？ 

 

 

2.2 严格可达空间 

受定理 1.1.3 和定理 1.1.4 的启发，我们对如下问题感兴趣：拓扑空间 X ，

在什么条件下满足映满 X 的每一商映射是严格可数双商映射？  
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为了研究这个问题，在这一部分中我们引入严格可达空间． 

定义 2.2.1[9] 空间 X 称为可达空间(accessibility space)，如果 A是空间 X 的

子集且点 x 是 A 的聚点，则存在 X 的闭子集C 使得 x 是C 的聚点，但 x 不是

C A 的聚点． 

定义 2.2.2[8] 空间 X 称为强可达空间(strong accessibility space)，如果

 n n
A

是空间 X 的递减的集列且对任意的 n，点 x是 nA 的聚点，则存在 X

的闭子集C 使得 x是C 的聚点，但是对于每一 n， x不是 nC A 的聚点． 

定义 2.2.3 空间 X 称为严格可达空间(strict accessibility space)，如果 n n
A



是空间 X 的集列且对任意的 n，点 x 是 nA 的聚点，则存在 X 的闭子集C 使

得 x是C 的聚点，但是对于每一 n， x不是 nC A 的聚点． 

显然，严格可达空间强可达空间． 

定义 2.2.4[21] 空间 X 称为 k 空间(k-space)，若 X 关于全体紧子集组成的覆

盖具有弱拓扑，即空间 X 是 k 空间，若 A X ，使得对于 X 的每一紧子集K 有

K A 是K 的闭集，则 A是 X 的闭集． 

定义 2.2.5[21] 设映射 :f X Y ． f 称为商映射(quotient mapping)，若

U Y 且  1f U 是 X 的开子集，则U 是Y 的开子集． 

定理 2.2.6 1T 空间Y 是严格可达空间当且仅当映满Y 的每一商映射是严格

可数双商映射． 

证明：证明类似于 Whyburn[9]关于可达空间及 Siwiec[8，定理 4.3]关于强

可达空间的情形． 

    必要性．设Y 是严格可达空间且 :f X Y 是商映射．如果 f 不是严格可数

双商映射，则存在 y Y 及 X 的开集列 n n
U

使得  1
n nf y U
  且对每一

n，     intn ny f U f U  ．对任意的 n，令  n nA Y f U  ，则 y 是 nA

的聚点．由Y 的严格可达性，存在Y 的闭子集C 使得 y 是C 的聚点，但是对于

每一 n，y 不是  n nC A C f U   的聚点．于是存在 y 在Y 中的开邻域 nV 使
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得    n nV C f U y   ，因此      n n nC f U y C f U V     是 Y 的闭子

集．令  D C y  ，则D不是Y 的闭集．由于 f 是商映射，所以  1f D 不是 X

的 闭 集 ， 于 是 存 在    1 1x f D f D   ， 从 而    f x D D y   ， 即

 1
n nx f y U
   ，因此存在m使得 mx U ．令  1

mG U f D  ，则 

      1 1
m m mG U f D U f C f U y        

是 X 的开子集，故G 是 x 在 X 中的邻域，所以  1G f D  ，矛盾．故 f 是

严格可数双商映射． 

充分性．设 1T 空间Y 不是严格可达空间，则存在Y 中的点 y 及子集列 n n
A



满足：对任一的 n， y 是 nA 的聚点；如果C 是Y 的闭集且 y 是C 的聚点，则

存在 n使得 y 是 nC A 的聚点． 

对 于 任 意 的 n ， 不 妨 设 ny A ． 令   n nB Y A y   ， 则

 n nY A B y   ．定义 

               0 1n nX Y y n B y n        ． 

再令 n nX X  ， 赋予 X 积空间  0,1Y  的子空间拓扑．再定义 :f X Y

为投影映射，即对任一的  , ,x t n X ，  , ,f x t n x ．则 f 是满映射．对于每一

n，令       1n nU B y n    ，则 nU 是 X 中的开集，且    n nB y f U 

不是 y 在Y 中的邻域．由于     1 ,1, : n nf y y n n U
     ，所以 f 不是严格

可数双商映射．下证 f 是商映射．让E Y ，若  1f E 是 X 中的闭集，要证明

E 闭于Y ．由于 X 的子空间       0 0Y y   同胚于Y 的子空间  Y y ，这又

只需证：若 y E ，则 y E ．由于          1 0 0f E Y y     是 X 中的闭集，

于是  E y E  是  Y y 的闭集，从而  E E y  ，即  E E y  ．对于每一

n，因为    1,1,y n f E 且  1f E 在 X 中闭，所以存在 y 在Y 中的开邻域 nV  

使得 n nV B E  ，于是 n nE V A  ．让 n nC E V   ，则C 是Y 中的闭
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集．对于每一 n，  n n nC V E V A y     ，于是 y 不是 nC A 的聚点．从

而， y 不是C 的聚点，因此 y E ．故 f 是商映射． 

首先，回忆一下聚点的概念．  

设 X 是拓扑空间，记  :A x X x A   是 的聚点 ．点 x X 是 X 的子集族

F 的聚点，若对每一F F ， x F ． 

定理 2.2.7 对强可达空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是严格可达空间； 

(2) 若 x是 X 中的集列 n n
A

的聚点，则 x也是 n m n m
A  的聚点； 

(3) 对任意的 A，B X ，  A B A B
     ． 

证明：(1) (2)．设 X 中的集列 n n
A

有聚点 x．因为 X 是严格可达空间， 

则存在 X 的闭子集C 使得 x是C 的聚点，但对任一的n， x 不是 nC A 的聚

点．对每一m和 x 在 X 中的开邻域U ，若n m ，则在 X 中存在 x 的开邻域

nV 使 得    n nV C A x   ， 即  n nV C A x   ． 令 n m nV V  ， 则

 n m nV C A x   ，进而    n m nU V C x U A      ．因为 x 是C 的聚点， 

则 x是 n m nA 的聚点． 

(2) (3)．显然成立． 

(3) (1)．若 X 中的集列 n n
A

有聚点 x X ，则由(3)，x也是 n m n m
A 

的聚点．由 X 的强可达性，存在 X 的闭集C ，使得 x 是C 的聚点，但对任一的

m，x不是 n m nC A 的聚点．从而对每一n，x不是 nC A 的聚点．因

此， X 是严格可达空间． 

推论 2.2.8 严格可达空间是遗传的． 

证明：由文[8]，强可达空间是遗传的，而定理 2.2.7 的条件(3)也是遗传的，

故由定理 2.2.7，严格可达空间是遗传的． 

引理 2.2.9[29，定理 11] 设 X 是 2T 空间．则 X 是 Fréchet 空间当且仅当 X 是
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k 空间且映满 X 的每一商映射是伪开映射． 

推论 2.2.10 若 X 是 2T 的严格可达空间，则 X 的每个紧子集是有限集． 

证明：设 X 是 2T 的严格可达空间．若 X 有一个无限的紧子集 K ，由推论

2.2.8，引理 2.2.9 和定理 2.2.6，K 是 Fréchet 空间，则K 存在一个非平凡的收敛

序列 k k
x

 ．令  2 :kA x k  ，  2 1 :kB x k  ，则  A B A B
     ，

这与定理 2.2.7 矛盾．所以 X 的每个紧子集是有限集． 

推论 2.2.11 严格可达空间中不存在非平凡的收敛序列． 

由文[8]， 2T 的强 Fréchet 空间是强可达空间．很自然的会以为 2T 的严格

Fréchet 空间也是严格可达空间，但这是不正确的．因为由推论 2.2.11，实直线

的子空间  1
0 : n

n
   
 

 就不是严格可达空间． 

例 2.2.12 强可达空间 严格可达空间．严格 Fréchet 空间 严格可达空间． 

实空间的子空间  1
0 : n

n
   
 

 是第一可数空间，从而既是严格 Fréchet

空间又是强可达空间，但由推论 2.2.11，  1
0 : n

n
   
 

 不是严格可达空间． 

2.3 严格 k 空间 

1985 年，朱建平[5]定义了w - k 空间( w - k  -space)．在此，把w - k 空间重

新命名为“严格 k 空间”． 

定义 2.3.1[30] 空间 X 称为 k 空间( k  -space)，若 A是 X 中的子集且 x A ，

则存在 X 的紧子集K ，使得 x K A  ． 

定义 2.3.2[8] 空间 X 称为强 k 空间(strongly k  -space)，若 n n
A


是 X 中

的递减集列且 n nx A  ，则存在 X 的紧子集K ，使得 n nx K A  ． 

定义 2.3.3 空间 X 称为严格 k 空间(strictly k  -space)，若 n n
A


是 X 中的

集列且 n nx A  ，则存在 X 的紧子集K ，使得 n nx K A  ． 



漳州师范学院理学硕士学位论文 

 - 16 -

定义 2.3.4[31] 设映射 :f X Y ． f 称为紧覆盖映射(compact-covering 

mapping)，若Y 的任一紧子集是 X 中某一紧子集在 f 下的像． 

引理 2.3.5[5] 严格可数双商映射保持严格 k 空间． 

引理 2.3.6[32] 设 :f X Y 是紧覆盖映射．若Y 是 2T 的 k 空间，则 f 是商

映射． 

引理 2.3.7[5，定理 8] 对空间Y ，下列条件等价： 

(1) 空间Y 是严格 k 空间； 

(2) Y 是某一仿紧局部紧空间的严格可数双商映像． 

引理 2.3.8 若映满空间 X 的每一紧覆盖映射是严格可数双商映射，则 X 是

严格 k 空间． 

证明：设空间 X 满足映满 X 的每一紧覆盖映射是严格可数双商，令K 是

X 的全体非空紧子集组成的集族．设M 是 X 的覆盖K 的拓扑和，f 是从M 到

X 上的自然映射．则M 是仿紧局部紧空间， f 是紧覆盖映射．于是 f 是严格可

数双商映射，因为局部紧空间是严格 k 空间，所以由引理 2.3.5，X 是严格 k 空

间． 

定义 2.3.9 空间 X 称为具有点G 性质，若对任意的 x X ， x 是G 集． 

定理 2.3.10 设 2T 空间 X 具有点G 性质，则 X 是严格 k 空间当且仅当 X 是

严格 Fréchet 空间． 

证明：充分性．设 X 是严格 Fréchet 空间，由定理 1.1.6， X 是某一局部紧

的度量空间的严格可数双商映像．从而是某一仿紧局部紧空间的严格可数双商

映像．由引理 2.3.7， X 是严格 k 空间． 

必要性．若 X 是严格 k 空间，且具有点G 性质．设 n n
A

是 X 中的集列

且 n nx A  ，因为 X 是严格 k  空间，所以存在 X 的紧子集 K ，使得

n nx K A  ．易证具有点G 性质的紧空间是第一可数，于是K 第一可数，

从而K 是严格 Fréchet 空间．进而对任一的n，存在 n nx K A  ，使得 n n
x
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在K 中收敛于 x ，从而对任一的 n，存在 n nx A ，使得 n n
x

 在 X 中收敛

于 x ．故 X 是严格 Fréchet 空间． 

定理 2.3.11 若 2T 空间 X 是严格可达空间且是 k 空间，则 X 是严格 k 空间． 

证明：若 2T 空间 X 是严格可达空间且是 k 空间．设 f 是映满 X 的任一紧覆

盖映射．因为 X 是 k 空间，所以由引理 2.3.6， f 是商映射．又由于 X 是严格可

达空间，由定理 2.2.6， f 是严格可数双商映射．从而由引理 2.3.8，X 是严格 k 

空间． 

例 2.3.12 严格可达空间 k 空间． 

取定 p   ，令  X p  ．赋 X 予的子空间拓扑．令U 是 上

的自由超滤，对每一U U ，  U p 为 p 的邻域．则 X 不是 k 空间．事实上，

X 的每一紧子集都是有限集，从而对 X 的每一紧子集 K ， K 是 K 的闭集，

但 不是 X 的闭集．但 X 是严格可达空间．事实上，如果 n n
A

是 X 中的集

列且对任意的 n ，点 x 是 nA 的聚点，则 x p ．而 p 是 nA 的聚点

 np A p   ，于是对每一U U ，      nU p A p     ，即对每

一U U ， nU A   ．又因为U 是自由超滤，所以由[16，定理 1.4.2]，

nA U ．取C X ，则显然 p 是C 的聚点，但对每一 n  ， p 不是 nC A

的聚点． 

空间 X 称为序列空间[21]，若 A是 X 的闭集当且仅当对 A中的点组成的收

敛序列，其极限在 A中． 

例 2.3.13 严格 k 空间 可达空间、序列空间． 

设  0,X  ，其中是第一个不可数序数， X 赋予序拓扑空间．则 X 是

紧空间，从而是严格 k ，但 X 不是序列空间且不是可达空间[8，例 1.7]． 

由引理 2.1.11，自然问引理 2.3.8 的逆命题是否成立，即每一到严格 k 空间

上的紧覆盖映射是否严格可数双商映射？但这是不对的． 
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映射 :f X Y 称为完备映射[34](perfect mapping)，如果 f 是闭映射，且对

每一 y Y ，  1f y 是 X 的紧子集． 

例 2.3.14 映满严格 k 空间的紧覆盖映射未必是严格可数双商映射． 

设    1 1
0 : 0 :

2 2 1
X n n

n n

                       
  ， 1SY  ， 其 中

  1
0 :Y n

n
    
 

 ．X 和Y 都赋予实空间的子空间拓扑，则 X 和Y 都是

紧度量空间，于是Y 是严格 k 空间．令 YXf : 是显然映射，则 f 是完备映射，

从而 f 是紧覆盖映射．但 f 不是严格可数双商映射． 

问题 2.3.15 若 X 是 2T 的严格 k 空间，则映满 X 的每一紧覆盖且序列覆盖

映射是否严格可数双商映射？ 

由定理 1.1.5，上述紧覆盖映射是可数双商映射． 

    问题 2.3.16 强 k 空间是否严格 k 空间？ 

 

2.4 相关映射 

1975 年，Siwiec[13，表格 22，p.32]提出如下问题：给出空间 X 的内在刻

画使得映满 X 的每一商映射是双商映射．在这一部分中，我们将给出这一问题

的回答，并讨论严格可数双商映射与一些相关映射之间的关系． 

先回忆一些基本概念． 

定义 2.4.1 设映射 :f X Y ． 

(1) f 称为双商映射[33](bi-quotient mapping)，如果对任一的 y Y 和 X 的

覆盖  1f y 的开子集族U ，存在U 的有限子族 U 使得   inty f  U ； 

(2) f 称为开映射[24](open mapping)，如果V 是 X 的开子集，则  f V 是Y

的开子集； 

(3) f 称为闭映射[24](closed mapping)，如果F 是 X 的闭子集，则  f F 是

Y 的闭子集； 
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(4) f 称为边缘紧映射[34](boundary-compact mapping)，如果对每一 y Y ， 

 1f y 是 X 的紧子集； 

(5) f 称为边缘 Lindelöf 映射[34](boundary-Lindelöf mapping)，如果对每一

y Y ，  1f y 是 X 的 Lindelöf 子集； 

朱建平[35]证明了映射 YXf : 是几乎开映射等价于对任一的 Yy 和 X

的覆盖  yf 1 的开子集族U ，存在U U 使得   inty f U ． 

现在回忆下接触点的概念． 

点 x X 称为 X 的子集族F 的接触点，若对任一的F F 有 x F ． 

定义 2.4.2[36] 空间 X 称为双序列空间(bi-sequential space)，若 X 中的滤基

F 具有接触点 x X ，则存在 X 的递减集列 n n
A

，使得对每一n，每一

F F 有 nA F 且 nA x ． 

朱建平[35]还证明了空间 X 是第一可数空间等价于若 X 中的子集族F 具

有接触点 x X ，则存在 X 的递减集列 n n
A

，使得对每一n，每一F F

有 nA F 且 nA x ． 

先回忆由某一覆盖所决定的空间的概念． 

空间 X 称为由覆盖P 所决定[26](determined by a cover P )，或称覆盖P

决定空间 X ，如果 X 的子集U 满足：U 是 X 的开集(闭集)当且仅当对任意的

PP ，U P 是P 的开集(闭集)． 

定理 2.4.3 对 1T 空间 X ，下列条件等价： 

(1) 映满 X 的每一商映射是几乎开映射； 

(2) 若 X 由覆盖P 所决定，则   int :P PP 覆盖 X ． 

    证明：(1) (2)．对 1T 空间 X ，假设映满 X 的每一商映射是几乎开映射．若

X 由覆盖P 所决定，令Z  P ， :f Z X 是自然映射．则由[26，引理 1.8]，

f 是商映射．从而 f 是几乎开映射．对任一的 x X ，若U 是 xz 在Z 中的邻域，
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则存在  1
xz f x 使得  f U 是 x在 X 中的邻域．选取PP 使得 xz P ，则P

是Z 中的开集，从而     int intx f P P  ．故   int :P PP 覆盖 X ． 

(2) (1)．设 :f Z X 是商映射，且 X 满足条件(2)．如果 f 不是几乎开映

射，则存在 0x X 使得对每一  1
0z f x ，存在 z 在Z 中的开邻域 zU 使得  zf U

不是 0x 在 X 中的邻域．令      1 1
0 0:zU z f x Z f x    U ．则U 是Z 的开

覆盖．于是Z 由覆盖U 所决定．由[26，引理 1.7]， f 是商映射，则 X 由  f U

所决定．由条件(2)，     int :P P f U 覆盖 X ．从而存在  1
0z f x 使得

  0 int zx f U ，矛盾．故 f 是几乎开映射． 

利用定理 2.4.3 类似的方法，我们对 Siwiec[13，表格 22，p.32]提出的问题

做出如下回答： 

定理 2.4.4 映满 1T 空间 X 的每一商映射是双商映射当且仅当若 X 由覆盖

P 所决定，则   in t :  有限P P P 覆盖 X ． 

引理 2.4.5 任一空间 X 是某一度量空间M 的序列覆盖映像，其中M 是某一

收敛序列的拓扑和． 

证明：对任意空间 X ，令 :S A   是 X 中全体包含极限点的收敛序列的

族．对每一 A  ，让    , :nS x x n     ，其中 ,nx x  ．重新赋集 S 予

下述拓扑 S ：点 x 的邻域具有有限余拓扑，其余点是孤立点．则 S 是紧度量

空间， S上的拓扑细于 S 上的诱导拓扑．作拓扑和   ASS   :, ，定义映

射 :f M X 使得对任意的 A  ， 
SSf S  : 是同胚映射．则M 是收敛序列

的拓扑和，且是可度量化空间，显然映射 f 是连续的满射．从而易知 f 是序列

覆盖映射． 

定理 2.4.6 对 2T 的 k 空间 X ，下列条件等价： 

(1) X 是离散空间； 
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(2) 映满 X 的每一映射是开映射； 

(3) 映满 X 的每一商映射是几乎开映射； 

(4) 映满 X 的每一商映射是双商映射； 

(5) 映满 X 的每一商映射是严格可数双商映射． 

证明：(1) (2) (3) (4)，(5)．显然成立． 

(5) (1)．由定理 2.2.6 和推论 2.2.10 可得． 

下面证明(4) (1)． 

设映满 X 的每一商映射是双商．则由引理 3.2.9， X 是 Fréchet 空间．于是

由引理 2.4.5，存在含极限点的收敛序列的拓扑和构造的度量空间M  S 和序

列覆盖映射 :f M X ．因为 X 是序列空间，所以 f 是商映射[8，命题 2.1.12]，

从而 f 是双商映射．对任意的 x X ，由于M 的开子集族S 覆盖  1f x ，且 f

是双商映射，则存在 X 中有限个含极限点的收敛序列之并集C 使得C 是 x 的邻

域．如果 x不是 X 的孤立点，因为 X 是 2T 空间，不妨设    :nC x x n   是

X 的开集，其中 nx x 且 nx ， x 均互不相同．则  X C X C   ．令

    A 为 Isbell-Mrόwka 空间[37，例 4.4]，再令    Y X C   ．定

义映射 :f Y X 为 

 
,

,

, .
n

x y

f y x y n

y y X C


  
  


A

 

则 f 是闭映射[20，例 2.6.6]，从而 f 是商映射，但由[38，定理 2.2]， f 不是双

商映射．矛盾．故 X 是离散空间． 

引理 2.4.7 设 :f X Y 是严格可数双商映射．若 f 是边缘 Lindelöf 映射且

Y 是 1T 空间，则 f 是几乎开映射． 

    证明：假设 f 不是几乎开映射，则存在 y Y 使得对任意的  1x f y ，存 

在 x 在 X 中的开邻域 xU 满足   int xy f U ．则 y 不是Y 的孤立点．因为 f 是
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边缘 Lindelöf 映射，所以  1f y 是 X 的 Lindelöf 子集．从而存在  1f y 的可

数子集 :ix i 使得    1 :
ixf y U i    ．于是 

       1 1int :
ixf y f y U i     ． 

由于 f 是严格可数双商映射，从而存在 i，使得   int
ixy f U ，矛盾．因

而， f 是几乎开映射． 

定理 2.4.8 设 :f X Y 是闭映射．对度量空间 X ，下列条件等价： 

(1) f 是几乎开映射； 

(2) f 是集列覆盖映射； 

(3) f 是序列覆盖映射； 

(4) f 是严格可数双商映射． 

证明：(1) (2)．由[25，命题 2.4]可知成立．  

(2) (3)．由引理 2.1.13 可得． 

(3) (4)．设 f 是序列覆盖映射．由[39，40]，序列覆盖的闭映射保持可度

量化空间，从而Y 是可度量化空间．于是根据引理 2.1.11， f 是严格可数双商映

射． 

(4) (1)．设 f 是严格可数双商映射，则 f 是可数双商映射．从而根据[36，

推论 9.10]， f 是边缘紧映射．于是由引理 2.4.7， f 是几乎开映射． 

注 2.4.9 (1) 度量空间上的完备映射未必是严格可数双商映射．因为由[8，

例2.6]，存在一个映射 :f X Y 是完备映射但不是序列覆盖映射(此时 X 和Y 都

要求是紧度量空间)．从而根据定理 2.4.8， f 不是严格可数双商映射． 

    (2) 度量空间上几乎开的闭映射未必是开映射．例如，令 

   :nY y y n   ，其中  n n
y


是收敛于 y 的非平凡的序列．再令

 X y Y  ，定义 :f X Y 是自然映射．则 X 是可度量化空间， f 是几乎开
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的闭映射．但 f 不是开映射． 

问题 2.4.10 给出空间 X 的内在刻画，使得映满 X 的每一序列覆盖映射是集

列覆盖映射？ 
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第 3 章  w 空间的和定理 

w 空间是一类重要的广义度量空间．本节证明了w 空间满足 局部有限

闭和定理，并肯定地回答了 1996 年林寿[17，问题 3.3]提出的w 空间是否保持

可数闭和定理的这个问题．

3.1 基本定义 

定义 3.1.1 设 ( , )X  是拓扑空间，函数 :g X   称为 X 上的 g 函数

[41](g-function)，如果对每一 x X 及 n，有 

(1)  ,x g n x ； 

(2)    1, ,g n x g n x  ． 

如未特别说明， g 函数均用 g 表示．若  ,g n x 是 X 上的 g 函数，对每

一n及 F X ，为书写的方便起见，记 ( , ) { ( , ) : }g n F g n x x F   ． 

定义 3.1.2 拓扑空间 ( , )X  称为 w 空间[14]( w -space)，若存在 g 函数

:g X   满足：对每一 n及 p X ，若 ( , )np g n y ， ( , )n ny g n x 则

 n n
x

有聚点．这种 g 函数简称为 X 的w 函数． 

定义 3.1.3 拓扑空间 ( , )X  称为  空间 [42](  -space)，若存在 g 函数

:g X   满足：对每一n及 p X ，若  nxngp , ，则 n n
x

有聚点．这

种 g 函数简称为 X 的 函数． 

若 X 是拓扑空间， n n
A

和 n n
B

是 X 中两集列，如果对任意的n，

有 n nA B ，则记为   n nA B ． 

定义 3.1.4[19] 设 X 是拓扑空间．如果存在算子U ，对 X 的任一交为空集

的递减闭集列 j j
D


，都对应一开集列       ,j j

n
U D U n D





，满足 

(1) 对每一n，有   ,n jD U n D ； 

(2) 如果   n nD E ，则      j jU D U E ； 
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(3)   , j
n

U n D


 

 ． 

则称 X 为MCM 空间( MCM -space)，称U 为 X 的MCM 算子( MCM -operator)． 

定义 3.1.5 设 X 是拓扑空间．如果存在算子U ，对 X 的任一递减集列

 j j
D


，都对应一递减的开集列       ,j j

n
U D U n D





，满足 

(1) 对每一n，有   ,n jD U n D ； 

(2) 如果   n nD E ，则      j jU D U E ； 

(3) 对 X 的任一交为空的递减闭集列 j j
F


，     , , j

n
U n U n F


 


 ． 

则称 X 为强MCM 空间(strong MCM -space)，称U 为 X 的强MCM 算子(strong 

MCM -operator)． 

 

3.2 主要结果 

1989 年滕辉、夏省祥、林寿[15，定理 2]给出了w 空间的一个刻画，在这

一部分，我们先给出w 空间的新刻画，即证明w 空间等价于强MCM 空间．然

后再通过强MCM 空间来讨论w 空间是否满足可数闭和定理． 

引理 3.2.1 X 是w 空间当且仅当 X 是强MCM 空间． 

证明：必要性．若 X 是w 空间，设 g 是 X 的w 函数．对 X 的每一递减

集列 j j
D


，令   , ( , )j nU n D g n D ．显然，   , jU n D 满足定义 3.1.4 的(1)

和 (2) ． 现 对 X 的 任 一 交 为 空 的 递 减 闭 集 列  j j
F


， 假 设

    , , j
n

U n U n F


 

 ，则存在 p X ，使得     , , j

n
p U n U n F





 ．即对

任意的n，     , , jp U n U n F ，而   , ( , )j nU n F g n F ，从而存在 n nx F ， 

使得    , , np U n g n x ．进而存在  ,n ny g n x ，使得  , np g n y ．因为 g 是

X 的w 函数，所以 n n
x


有聚点 z ，现选取 j，使得 jz F ，因为 z 是 n n

x


 

的聚点，所以存在 i j ，使得 i jx X F  ，矛盾．所以     , , j
n

U n U n F


 

 ， 

即满足定义 3.1.4 的(3)，从而 X 是强MCM 空间． 
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充分性．若X 是强MCM 空间，U 是 X 上的强MCM 算子．对任意的 x X ，

n及 j，定义     ,

,
n
j

x j n
D x

  
 其他

．则   n
j j

D x

是 X 的一交为空的递减

集列，令      , , n
jg n x U n D x ．由定义 3.1.4 的(1)和(2)，易见这样定义的 g 是

X 的 g 函数．设 p X 且  , np g n y ，  ,n ny g n x ，若 n n
x

 无聚点，定义

 :j nF x n j  ，显然 j j
F


是一交为空的递减闭集列，且对任意的 ,  n j， 

jx F 有  n
j jD x F ．由定义 3.1.4 的(2)即单调性，对任意的 n及 jx F 有

    , , jg n x U n F ，所以 

  ( , ) ,j jg n F U n F ． 

从而， 

        , , , ,j jU n g n F U n U n F ． 

易见，            , , , , , ,j j jp g n g n F U n g n F U n U n F   ，所以 

    , , j
n

U n U n F


 

 ，矛盾．从而 X 是w 空间． 

下面将证明强MCM 空间满足可数闭和定理．利用定义 3.1.4，我们可以先

得出两个闭的强MCM 子空间的并是强MCM 空间． 

引理 3.2.2 若 1 2X X X  ，且 1X ， 2X 都是 X 的闭的强MCM 子空间，则 X

是强MCM 空间． 

证明：对  1, 2i ，因为 iX 是强MCM 空间，所以可令 iU 为 iX 的强MCM 算

子，对 X 的任一递减集列 j j
D


， j i j

D X


 是 iX 的递减集列，因为 iX 是强

MCM 空间， iU 为 iX 的强MCM 算子，对每个n，令 

     , ,i j i i i j iF n D X X U n D X   ， 

且令 

   1, jF n D F      1 2 2, ,j jn D X F n D X   ．  
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则   , jF n D 是 X 的闭集，且   ,n jD F n D  ．于是对每一n，有 

  ,n jD X F n D  ． 

令      , ,j jU n D X F n D  ，则   ,n jD U n D ． 

若   n nD E ，得   n i n iD X E X   ，进而      i j i i j iU D X U E X   ， 

即对任意n，      , ,i j i i j iU n D X U n E X  ．从而 

     , ,i j i i j iF n E X F n D X  ．于是      , ,j jF n E F n D ，即对任意

n，      , ,j jU n D U n E ，从而      j jU D U E ． 

对 X 的任一交为空的递减闭集列 j j
G


，  j i j

G X


 是 iX 的交为空的递

减闭集列．对任意的 x X ，不妨设 1x X ，对每个n，令 

         1 1 1 1 1 1 1, , , ,j jF n F n G X X U n U n G X   ， 

且令 

              1 1 1 2 2 2, , , , , ,j j jF n F n G F n F n G X F n F n G X    ． 

因为     1 1 1, , j
n

U n U n G X


 

  ，所以     1 1 1, , j

n
x U n U n G X





  ．于

是存在n，使得     1 1 1, , jx U n U n G X  ，所以 

    1 1 1, , jx F n F n G X  ． 

进 而     , , jx F n F n G ， 于 是     , , jx U n U n G ， 从 而

    , , j
n

U n U n G


 

 ．因此 X 是强MCM 空间． 

定义 3.2.3[16] 称拓扑属性P 分别满足局部有限闭和定理、可数闭和定理、

 局部有限闭和定理(locally finite closed sum theorem、countable closed sum 

theorem、 -locally finite closed sum theorem)，如果拓扑空间 X 分别有局部有限

闭覆盖   AF  、可数闭覆盖   AF  、  局部有限闭覆盖   AF  ，使每一

F ( A )具有性质P ，那么 X 具有性质P ． 

引理 3.2.4[16] 设拓扑属性P 满足下列两条件： 
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(1) P 关于拓扑和保持； 

(2) P 关于有限对一闭映射保持． 

则P 满足局部有限闭和定理． 

下述引理比引理 3.2.2 更一般． 

引理 3.2.5 w 空间满足局部有限闭和定理． 

证明：容易验证w 空间关于拓扑和保持，且由定理 1.1.5，w 空间关于闭

映射保持，从而关于有限对一闭映射保持．由引理 3.2.4，w 空间满足局部有

限闭和定理． 

利用引理 3.2.2 和定义 3.1.4，我们可以证明强MCM 空间满足可数闭和定

理． 

定理 3.2.6 若 m
m

X X




 ，其中 mX 都是 X 的闭的强MCM 子空间，则 X 是

强MCM 空间． 

证明：由引理 3.2.2，不妨设对任意的m， 1m mX X  ．令 mU 是 mX 的强

MCM 算子，对 X 的任一递减集列 j j
D


， j m j

D X


 是 mX 的递减集列．对

每个m及 n，令 

       , ,m j m m j m mU n D X U n D X X X     ， 

则   ,m j mU n D X  是 X 的开集．再令 

  , jU n D    ,k j k
k n

U n D X


  ． 

对每一n及任意的 nx D ，存在最小的m，使得 mx X ．于是 mx X X  ，

因此对任意的 k m (如果有的话)， kx X ，于是 kx X X  ．进而对任意的

n，   ,k j kx U n D X   ．所以当 n m 时，   ,k j k
k n

x U n D X


   ，当

n m 时，对每个m k n  ，   ,m n k n k j ix X D X D U n D X     ．于是 

  ,k j kx U n D X  ，进而   ,k j k
m k n

x U n D X

 
   ，所以 

  ,k j k
k n

x U n D X


   ， 即   , jx U n D ． 因 此 对 任 意 的 n ， 
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  ,n jD U n D ．当   n nD E 时，显然有      j jU D U E ． 

现 对 X 的 任 一 交 为 空 的 递 减 闭 集 列  j j
F


， 下 证

   , , j
n

U n U n F


 

 ．对任意的 x X ，存在最小的m，使得 mx X ．所

以对任意的 k m (如果有的话)，     , ,k k j kx U n U n F X   对每一 n成

立．由于 mx X ， mU 是 mX 的强 MCM 算子，于是存在 n m ，使得

    , ,m m j mx U n U n F X  ．又因为 mx X X  ，所以 

    , ,m m j mx U n U n F X   ． 

因为 

         , , , ,j k k j k
k n

U n U n F U n U n F X 


   ， 

且m n ，所以     , , jx U n U n F ，即     , , j
n

U n U n F


 

 ．因此 X 是

强MCM 空间． 

由定理 3.2.6，可得下述推论，并且该推论肯定地回答了林寿的问题． 

推论 3.2.7 w 空间满足可数闭和定理． 

易知w 空间的闭子空间是w 空间，所以我们又有如下推论． 

    推论 3.2.8 如果空间 X 是w 空间，则 X 的每个F 子空间也是w 空间． 

事实上，我们可以简单地证明下述更强的结果． 

    定理 3.2.9 w 空间满足 局部有限闭和定理． 

    证明：设 n n P 是空间 X 的闭覆盖，其中每一 nP 是 X 的局部有限集族，

且 nP 中的每一元是 X 的 w 子空间．对每一 n ，令 n nX  P ，则

n nX X  ．由引理 3.2.5， nX 是 X 的闭w 子空间．再由推论 3.2.7，X 是w

空间．由定义 3.2.3， X 满足 局部有限闭和定理．
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