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中文摘要 

 I

摘 要 

本文主要围绕收敛或聚点开展工作, 由星算子、 sq 空间及弱双序列空间三

部分组成. 第一部分在 sn 网集族中讨论星算子、序列闭包算子和闭包算子之间

的关系, 引入由相关集族所诱导的拓扑, 并研究了这拓扑与原拓扑之间的一些

关系. 第二部分探讨序列闭集是强序列闭集的条件, 定义了 sq 空间和强序列商

映射, 阐述了强序列商映射及相关映射的一些性质及关系, 用度量空间的映像

刻画了 sq 空间. 第三部分证明了到弱双序列空间上的集列覆盖映射是弱双商映

射.  

 

关键词: 星算子; 序列闭包算子; sn 网; 强序列闭集; 强序列商映射; 可数

tightness; 弱双序列空间; 集列覆盖映射 
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英文摘要 

 III

Abstract 

In this paper, we mainly discuss the convergences or accumulate points in the topological 

spaces. It is composed by star operators, sq -spaces and weakly bisequential spaces. Firstly, 

we discusse the relations among star operators, sequential closure operators and closure 

operators on sn -networks, and then we obtain the topology which is induced by some family 

of subsets. Furthermore, we discuss this relationship between this topology and the original 

topology. Secondly, we discuss the condictions when a sequential closed set is a strongly 

sequential closed set; we define the sq -spaces and strongly sequentially quotient mappings; 

we study the properties and relations among the strongly sequentially quotient mappings and 

related mappings; we characterite the sq -spaces by the certain imaging of metrizable spaces. 

Finally, we prove that every set-sequence-covering mapping on weakly bisequential spaces is 

a weakly biquotient mapping. 

 

 

Keywords: star operators; sequential closure operators; sn -networks; strongly sequentially 

closed sets; strongly sequentially quotient mappings; countable tightness; weakly bisequential 

spaces; set-sequence-covering mappings 
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第 1 章 引 言 

 

1.1 研究现状 

1966 年, A.V. Arhangel’skiǐ[1]引入了弱第一可数空间, 研究表明该空间在

广义度量空间和度量空间理论中有着重要的作用, 因此在弱第一可数空间的条

件下研究空间的性质是许多拓扑学家一直从事的工作. 其中弱基概念是弱第一

可数空间的理论基础, 它的提出促进了拓扑空间理论的迅猛发展. 自从 R.E. 

Hodel[2]引入了星算子和Arhangel’skiǐ与S.P. Franklin[3]引入序列闭包算子之后, 

以星算子、序列闭包算子作为工具在讨论弱第一可数空间中的一些性质时起到

了很好的效果, 可见星算子是拓扑空间中的一个重要概念. 有关星算子与序列

闭包算子在弱第一可数空间中的关系的一些主要结果在 R.E. Hodel 的文章

“k-structures and topology”[2]中都有体现, 并且做了许多与闭包算子相关的一些

描述. 2002 年, W.C. Hong[4]获得了下面进一步的结果: 

定理 1.1.1[4] 若 X 是弱第一可数空间, 则对 X 中任意子集 A有 ][)( * AA  . 

由此可知, 在弱第一可数的 Fréchet 空间中子集的星算子与闭包算子是一致

的, 且第一可数空间等价于弱第一可数的 Fréchet 空间. 然而关于星算子、闭包

算子和序列闭包算子的关系的研究还不够充分. 由于星算子可以通过空间的网

络来定义, 闭包算子及序列闭包算子可以在任何空间中定义, 但其在不同的拓

扑空间中表现出不同的特点. 因而仅限制在弱第一可数空间中来讨论显得要求

太强. 这引导我们在更一般的条件下讨论他们之间的关系. 特别是, 这些算子

在什么条件之下是等价的?  

2011 年, W.C. Hong[5]在研究可数 tightness 时, 定义了强序列闭集, 证明了

空间 X 具有可数 tightness 当且仅当 X 的每一强序列闭集是闭集. 众所周知, 空

间 X 称为序列空间当且仅当 X 的每一序列闭集是闭集. 每一个序列空间都具有

可数 tightness. 

由以上这些基本概念可以得到如下所示的关系图: 
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                         序列空间 

闭集强序列闭集序列闭集 

                     可数 tightness 

为了使知识的结构更加完善, 因此, 对于满足序列闭集是强序列闭集的这一类

空间(本文中定义为 sq 空间)的性质的讨论显得更加有意义.  

与序列闭集相关的映射是序列商映射, 1973 年, J.R. Boone, F. Siwiec[6]引入

了序列商映射, 得到了序列商映射的刻画和与其他映射之间的关系. 

定理 1.1.3[6] 映射 :f X Y 是序列商映射当且仅当它是序列连续映射和

逆序列映射.  

    1964 年, Arhangel’skiǐ[7]在推广紧覆盖映射时定义了 k 商映射. 1974 年, J.R. 

Boone[8]讨论了 k 商映射并获得一系列相关的结果. 最近, 林寿和郑春燕[9]定

义了 kq空间, 即每一序列闭集是 k 闭集的空间, 得到了 kq空间映射刻画. 

定理 1.1.4[6] 空间 X 是 kq空间当且仅当它是度量空间的 k 商映像.  

当一类空间提出时, 利用映射作为工具研究空间之间的关系, 刻画度量空

间的映像是研究空间的基本方法. 从而, 我们很自然的想到利用类似于 kq空间

和 k 商映射的关系去对 sq 空间进行深入的讨论.  

下面介绍几类已知的映射之间的关系:  

设映射 :f X Y , 当空间 X , Y 在满足一定的条件时, 几类映射是可以相

互转化的. 下图描述了它们之间的关系: 

X 是序列空间 

序列商映射
Y kq

X kq


是 空间

是 空间
k 商映射

Y k

X k


是 空间

是 空间
商映射 

Y 是序列空间 

所以, 很直观的可以想到讨论其他相关的映射和图中几类映射之间的转化

关系及所需要的条件是什么? 

1994 年, Arhangel’skiǐ[10]引入了弱双序列空间的概念. 2000 年, 刘川[11]讨

论了弱双序列空间与度量化空间的映射关系, 弱双序列空间与可数双序列空
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间、Fréchet 空间之间的关系. 因此, 弱双序列空间成为独立于可数双序列空间

的一个介于双序列空间与 Fréchet 空间之间的空间. 如图所示:  

                         弱双序列空间 

双序列空间                          Fréchet 空间 

可数双序列空间 

研究弱双序列空间的性质以及与邻近空间之间的一些关系具有一定的研究价值. 

由弱双序列空间和研究弱双序列空间的性质而产生出来的一些方法和概念(如: 

弱双商映射)已经成为拓扑空间中的一些主要内容, 而弱双序列空间的性质与邻

近空间之间的一些关系一直是拓扑学研究者研究一类空间的主要思路, 尤其是

对与可数双序列空间平行的一些结论是否成立进行探讨显得相当有趣. 早在

1970 年, F. Siwice[12]在利用可数双商映射研究可数双序列空间时, 定义了序列

覆盖映射, 得到了 

定理 1.1.5[12] 下列条件等价: 

(1) Y 是可数双序列空间; 

(2) 每一映满Y 的序列覆盖映射是可数双商映射; 

(3) Y 是(局部紧)度量空间的可数双商映像. 

然而序列覆盖映射对于用滤子基定义的弱双序列空间, 甚至对双序列空

间进行刻画都是不成立的. 1978 年, A. Yanagimoto[13]定义了集列覆盖映射, 用

度量空间的映像刻画了双序列空间、可数双序列空间和 Fréchet 空间.  

定理 1.1.6[13] 空间Y 是可数双序列空间当且仅当每一映满Y 的集列覆盖

映射是可数双商映射. 

因此很自然的就想到利用集列覆盖映射来刻画弱双序列空间. 虽然关于可

数双序列和双商映射的一些关系 E.A. Michael 在文献[14, 15]的综述中作了充分

的描述, 但从已知文献中我们发现关于弱双序列空间的性质刻画和与邻近空间

的关系的报道并不多. 这引起了我们对这方面知识进行探讨的兴趣. 

双商映射弱双商映射伪开映射. 

关于弱双序列空间和弱双商映射的一些结果:  

引理 1.1.7[11] 对映射 :f X Y 下列性质等价:  
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(1) f 是弱双商映射; 

(2) 若 是以 y Y 为聚点的滤子基, 则存在 1( )x f y , 使得 1( )f   是

以 x为聚点. 

定理 1.1.8[11] 拓扑空间Y 是弱双序列空间当且仅当它是可度量化空间的

弱双商映像. 

1.2 本文的主要结果 

本文第 2 章讨论了星算子、序列闭包算子和闭包算子之间的关系. 我们介

绍了空间的子集组成的集族诱导的拓扑, 和由诱导拓扑所建立的一些有趣的关

系. 我们可以在任何拓扑空间中定义星算子, 并且讨论闭包算子、序列闭包算子

和星算子之间的一些关系. 特别地, 在某些条件下序列闭包算子和星算子是等

价的. 关于星算子具体结果如下: 

定理 2.2.3
① 设空间 X ,  是 X 的网络, 则 

(1)  是 X 的邻域当且仅当对每一 A XÌ 有 *( )A A= ; 

(2)  是 X 的 sn 网络当且仅当对每一 A XÌ 有 *[ ] ( )A AÌ  . 

定理 2.2.4 设 是空间 X 的网络. 对每一 A XÌ 有 *( ) [ ]A AÌ 当且仅当对

x在 X 中的邻域U , 存在 x xP Î 使得 xP UÌ . 

为了进一步讨论 *( )A  与[ ]A 之间的关系, 我们引入了辅助拓扑 及性质(F)

和(G), 证明了 

定理 2.3.5 设 是 X 的网络. ( , )X  是 Fréchet 空间而且 X 有性质(G)当

且仅当 X 有性质(F)和对每一 A X 有 *( ) [ ]A A= . 

第 3 章中 3.1 节介绍了强序列商映射的一些内在性质的刻画; 3.2 节定义了

sq 空间并对其性质进行讨论, 从而得到了度量化空间的强序列商映像是 sq 空

间的精确刻画和在特定条件下的一些映射之间的关系; 3.3 节举了一些反例说明

sq 空间与几类空间之间的关系和强序列商映射与几类映射之间的互不蕴含的

                                                        
①以下主要结果的序号是在正文中相应章节的编号. 
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关系. 主要结果如下: 

定理 3.2.6 可数紧的 sq 空间是序列紧空间. 

定理 3.2.9 对于空间 X , 下列条件相互等价: 

(1) X 是 sq 空间;  

(2) 每一到 X 上的序列商映射是强序列商映射;  

(3) X 是某一局部紧度量化空间的强序列商映像;  

(4) X 是某一度量化空间的强序列商映像. 

定理 3.2.12 下述条件等价: 

(1) X 有可数 tightness;  

(2) 到 X 上的每一强序列商映射是商映射; 

(3) X 是一族可数空间拓扑和的商映像; 

(4) X 是局部可数空间的商映像. 

第 4 章利用弱双商映射讨论了映满弱双序列空间的集列覆盖映射是弱双商

映射, 以及和弱双序列空间、弱双商映射的一些相关性质. 具体结果如下: 

引理 4.2.3 :f X Y 是弱双商映射, 若 X 弱双序列空间, 则Y 为弱双序

列空间. 

定理4.2.6 :f X Y 是集列覆盖映射, Y 是弱双序列空间, 则 f 是弱双商

映射.  

定理 4.2.7 下列条件相互等价:  

(1) X 是弱双序列空间;  

(2) 映满 X 的每一集列覆盖映射是弱双商映射;  

(3) X 是度量空间的弱双商映像.  

本文除特别强调外, 所有的映射都是连续且满的. 同时也不事先假设任何

分离公理, 需要时将加以说明. 字母 N 代表所有正整数的集合, R 代表全体实

数. 对一些未说明的定义和术语读者可以参考文献[16, 17, 18]. 引言中涉及到

的相关定义均可在第二、三章及第四章中查阅到. 
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第 2 章  关于 sn网的星算子 

 

弱基是广义度量空间的重要概念. F. Siwiec[19]证明了 Hausdorff 空间是第

一可数的当且仅当它是 Fréchet 的, 弱第一可数空间. R.E. Hodel[2]在弱第一可

数空间下引入了星算子, 并用星算子证明了 F. Siwiec 的结果. 最近, W.C. 

Hong[4]证明了在弱第一可数空间下星算子和序列闭包算子是一样的并用不同

于 R.E. Hodel 的方法得到了 F. Siwiec 和 R.E. Hodel 的结果. 

众所周知, 闭包算子和序列闭包算子都是定义在拓扑空间上的. 我们可以

在任何拓扑空间中定义星算子, 并且讨论闭包算子、序列闭包算子和星算子之

间的一些关系. 特别地, 在某些条件下序列闭包算子和星算子是等价的. 

2.1 基本概念 

设 X 是拓扑空间,  是 X 的子集族.  称为 X 的标准网络, 如果满足以下

条件:  

(1) x
x X

   ; 

(2) 对每一 x X , x 是 x 在 X 中的网络, 即, 若 x U 且U 是 X 的开集, 

则存在P x , 使得 x P U  ; 

(3) 若U , V  x , 那么存在W  x , 使得W U V  . 

定义 2.1.1 设 A X . 对每一 A X , 令 

[ ] { |A x X  存在 A中的序列收敛于 }x . 

算子[ ] : ( ) ( )X X   称做 X 上的序列闭包算子[20], 其中 ( )X 为 X 的幂集. 

  如果 x
x X

   是 X 上的标准网络. 对每一 A X , 令 

*( ) { |A x X= Î 对每一 xPÎ 有 }P A¹Æ . 

算子 *( ) : ( ) ( )X X    称做 X 上的星算子[2]. 

    显然, *( )A  , [ ]A A . 本章将讨论 *( )A  和[ ]A 之间的关系, 特别地, 

问题 2.1.2 当空间 X 标准网络 具有何种性质时, 对每一 A XÌ 使得
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*( )A A= , 或者 *( ) [ ]A A= 成立? 

2.2 星算子 

    设空间 X , x XÎ 且 P XÌ . P 称为 x 在 X 中的序列邻域, 若每一个收敛于

x 的序列终于 P . P 称为序列开集, 若对每一 x PÎ , P 为 x 在 X 中的序列邻域. 

X 称为序列空间[20], 若 X 中每一个序列开集是开集. 

定义 2.2.1 设 为空间 X 的标准网络.  称为 X 的 sn 网[21], 若 x 的每

一元素是 x 在 X 中的序列邻域;  称为 X 的弱基[1], 若G XÌ 使得对于 x GÎ

存在P Î x , 有 P GÌ , 那么G 是 X 的开子集. 

空间称为弱第一可数[1]( snf 可数[28])的, 若 X 有弱基( sn 网) 使得每一

个 x 是可数的. 

每一个弱第一可数空间是序列空间[22]. 

引理 2.2.2[21] 设空间 X ,  是 X 的子集族. 

(1) 若 是 X 的弱基, 则 是 X 的 sn 网; 

(2) 若 X 是序列空间且 是 X 的 sn 网, 则 是 X 的弱基. 

定理 2.2.3 设空间 X ,  是 X 的标准网络, 则 

(1)  是 X 的邻域当且仅当对每一 A XÌ 有 *( )A A= ; 

(2)  是 X 的 sn 网络当且仅当对每一 A XÌ 有 *[ ] ( )A AÌ  . 

证明: 令 x
x X

    

(1) 对每一 x XÎ , x 是 x在 X 中的邻域基, 显然对每一 A XÌ 有 *( )A A= . 

反 之 , 若 对 每 一 x X 且 xP , 因 为 ( )P X P- =Æ , 

*( )x X P X P X PÏ - = - = - 
 , 则有 x P  . 因此 x 是 x在 X 中的邻域基. 

 (2) 设存在 x XÎ 使得 x 不是 x 在 X 中的 sn 网. 存在 P Î x 不是 x 在 X 中

的 序 列 邻 域 , 那 么 存 在 X P- 中 的 序 列 { }nx 收 敛 到 x , 因 此

*[ ] ( )x X P X PÎ - Ì -  , 所以 ( )P X PÇ - ¹Æ , 矛盾 . 反之 , 设对每一 x XÎ , 
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x 是 x 在 X 中的 sn 网. 令 A XÌ , 若 [ ]x AÎ , 存在 A 中的序列{ }nx 收敛到 x . 

令P Î x , 则序列{ }nx 终于P , 因此P A¹Æ 并且 *( )x AÎ  , 所以 *[ ] ( )A AÌ  . 

定理 2.2.4 设 是空间 X 的标准网络. 对每一 A XÌ 有 *( ) [ ]A AÌ 当且仅

当对 x在 X 中的序列邻域U , 存在 x xP Î 使得 xP UÌ . 

证明: 设对于每一 A XÌ 有 *( ) [ ]A AÌ . 若存在 x XÎ 和 x 在 X 中的序列邻

域 U 使得对每一 xPÎ 有 P UË , 且对每一 xPÎ , 取 ( )x P P UÎ - . 令

{ ( ) | }A x P P= Î . 而 *( ) [ ]x A AÎ Ì , 则存在 A中序列{ }nx 收敛到 x , 因此{ }nx

终于U , 矛盾. 

    反之, 令 A XÌ . 若存在 *( ) [ ]x A AÎ - , 而 X A- 是 x 在 X 中的序列邻域, 

因此存在 x xP Î 有 xP X AÌ - , 并且 xP AÇ =Æ , 矛盾. 

推论 2.2.5 若 是空间 X 的标准网络. 对每一 A XÌ 有 *( ) [ ]A A= , 则

是 X 的弱基当且仅当 X 是序列空间. 

证明: 因为每一 A XÌ 有 *( ) [ ]A A= , 由定理 2.2.3 知 是 sn 网络. 如果 X

是序列的, 由引理 2.2.2 知 是 X 的弱基. 反之, 若 是 X 的弱基. 若U XÌ , 

对每一个 x UÎ , U 是 x 在 X 中的序列邻域. 由定理 2.2.4 和定义 2.2.1 得U 是开

集. 因此 X 是序列空间. 

定理 2.2.6 设 x
x X

   是空间 X 的标准网络, 其中每个 x 是可数的, 则

对每一 A XÌ 有 *( ) [ ]A AÌ . 

证明: 令 A XÌ , 若 *( )x AÎ  , 存在递减的序列{ }n xP Ì , 使得{ }nP 是 x 在

X 中的网络. 取 n nx P AÎ  构成序列{ }nx , 则序列{ }nx 收敛到 x , 则 [ ]x AÎ . 因

此 *( ) [ ]A AÌ . 

在定理 2.2.6 中如果 是 X 的 sn 网络, 则由定理 2.2.3 和 2.2.6 可知对每一

A XÌ 有 *( ) [ ]A A= . 对于弱第一可数空间已经由 W.C. Hong[4]证明了. 但是, 
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定理 2.2.6 的逆命题不成立. 

回顾 Fréchet 空间的概念. 空间 X 称为 Fréchet 空间[22], 若 x A XÎ Ì 存在

A中的序列收敛到 x . 每一个第一可数空间是 Fréchet 空间, 每个 Fréchet 空间是

序列空间. 

若 是 Fréchet 空间 X 的标准网络, 那么对每个 A XÌ 有 *( ) [ ]A A AÌ = . 

例 2.2.7 序列扇 Sw 定义如下. 设每一 n NÎ , nT 是一个收敛于 n na TÏ 的序

列. 令 0 { | }nT a n N= Î . 让T 是{ { }| }n nT a n NÎ 的拓扑和. 

{ } ( { | })nS s T n Nw = Î   

是由T 中所有 0T 的点粘到一点 s 所得到的商空间(即把可数多个非平凡收敛序列

的拓扑和中的非孤立点粘成一点所成的商空间). 

     设空间 X 是序列扇 Sw , 则 X 是 Fréchet 空间, 但不是第一可数的. 若 是

空间 X 的基, 则对每一个 A X 有 *( ) [ ]A A A= = . 

2.3 诱导拓扑和 Fréchet 空间 

     在这一节我们将讨论对每一个 A X 有 *( ) [ ]A AÌ 成立的条件. 空间 X 的

拓扑 通过标准网络 诱导新的拓扑 . 从而获得了 或者 中的序列邻域和

邻域之间的关系. 

设 是拓扑空间 ( , )X  的标准网络,  

令 x
x X

   和 { |U X   对每一 x U 存在 xPÎ 使得 }P U . 

很容易得到如下结论:  

    (1)  是 X 的拓扑; 

    (2)    ; 

    (3)  是 ( , )X  的弱基; 

    (4)  是 ( , )X  的弱基当且仅当   . 
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则 称为由 诱导的拓扑. 

引理 2.3.1[16, 引理 1.4.7] X 是 Fréchet 空间当且仅当对每个 x X 的序列

邻域是 x在 X 中的邻域. 

因为   , 任取 x X , 点 x 在 ( , )X  中的每个序列邻域是 x 在 ( , )X  中

的序列邻域. 考虑下列条件: 

(F): 对每一 x X , 点 x 在 ( , )X  中的每个序列邻域是 x 在 ( , )X  中的邻

域. 

(G): 对每一 x X , 点 x 在 ( , )X  中的每个序列邻域是 x 在 ( , )X  中的序

列邻域. 

由定理 2.2.4, (F)对每一 A X 有 *( ) [ ]A AÌ . 

定理 2.3.2 若 ( , )X  或者 ( , )X  是 Fréchet 空间, 则 X 有性质(F). 

证明: 设 ( , )X  是Fréchet空间且U 是 x X 在 ( , )X  中的序列邻域. 由引理

2.3.1 得U 是 x 在 ( , )X  中的邻域, 由   可知U 是 x 在 ( , )X  中的邻域. 如

果 ( , )X  是 Fréchet 空间且U 是 x 在 ( , )X  中的序列邻域, U 是 x在 ( , )X  中的

序列邻域. 由引理 2.3.1 得U 是 x在 ( , )X  中的邻域. 

     设空间 ( , )X  . 因为 是 ( , )X  的弱基, 由引理 2.2.2 得 是 ( , )X  的 sn

网络. 令 x
x X

   , 对每个 x X , {{ }}x x= . 显然 是 X 的标准网络,  是

X 的离散拓扑, 而且 X 有性质(F). 但是, 如果 X 是单位闭区间有着通常拓扑, 

则 X 没有性质(G). 因此, (F)不能推出(G). 

引理 2.3.3 设 是 X 的标准网络. 考虑以下条件:  

(1)  是 ( , )X  的 sn 网络; 

(2) X 有性质(G), 即, 对每一 x X , 点 x 在 ( , )X  中的每个序列邻域是 x

在 ( , )X  中的序列邻域; 
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(3) 对每一 x X , 点 x在 ( , )X  中的每个邻域是 x在 ( , )X  中的序列邻域. 

则(1) (2) (3). 如果 X 是 Hausdorff 空间, 则有(3) (1). 

证明: (1) (2). 设 是 ( , )X  的 sn 网络. 对每个 x X , U 是 x 在 ( , )X 

中的序列邻域. S 是在 中收敛于 x 的序列, 且 x V    , 则存在 x xP Î 使得

xP V . 因为 xP 是 x 在 中的序列邻域, 则 S 终于 xP , S 终于V , 且 S 是 ( , )X 

中的收敛序列. 因此 S 终于U , 所以U 是 x在 中的序列邻域. 

(2) (3). 显然. 

(3) (1). 如果 X 是 Hausdorff 空间. 设 x
x X

   . 设存在 0x X 和
00 xP Î

使得 0P 不是 0x 的序列邻域. 取 0X P 的序列{ }nx 使得在 中 nx 收敛到 0x . 令

{ | }nV X x n N   , 则V 不是 0x 在 中的序列邻域. 对每一 x V , 如果 0x x , 

取 0xP P , 则 xP V ; 如果 0x x , 则 0({ } { | })nx X x x n N   , 从而存在

x xP Î , 使得 0({ } { | })x nP X x x n N V    ( X 是 Hausdorff 空间 ). 因此 , 

0x V    , 矛盾. 因此,  是 ( , )X  的 sn 网络. 

推论 2.3.4 设 是 X 的标准网络. 若 X 有性质(F)和(G), 则 ( , )X  是

Fréchet 空间. 

证明: 设U 是 x X 在 ( , )X  中的序列邻域. 由引理 2.3.3 知U 是 x X 在

 中的序列邻域, 从而由(F)得U 是 x X 在 ( , )X  中的邻域. 由引理 2.3.1, 所

以 ( , )X  是 Fréchet 空间.  

由定理 2.2.3, 2.2.4 和推论 2.3.4, 下面结论成立. 

定理2.3.5 设 是 X 的标准网络. ( , )X  是 Fréchet 空间而且 X 有性质(G)

当且仅当 X 有性质(F)和对每一 A X 有 *( ) [ ]A A= . 

例 2.3.6  Stone-Čech 紧化 N 不是序列空间, 但是存在 N 中的 sn 网络

 使得对每一 A N 有 *( ) [ ]A A= .  
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因为 N 不包含非平凡的收敛序列[22], N 中的每个单点集是序列开集, 

而 N 不是序列空间. 设 x
x X

   , 对每个 x X , {{ }}x x= .  是 N 中的

sn 网络, 则 ( , )N  是离散空间且对每个 A N 有 *( ) [ ]A A A= = . 

例 2.3.7 设 ( , )X  是序列扇 S (见例 2.2.7). 存在 X 的标准网络 使得

( , )X  不是序列空间. 

    对 每 一 个 x X , 如 果 x s , 令 {{ }}x x= ; 如 果 x s , 令

0{{ } ( ) | , ,| | }x n n n n
n m

s L m N L T T L


      . 则 是 X 的标准网络, { }s 是

( , )X  中的序列开集, 但不开于 . 因此, ( , )X  不是序列空间. 

例 2.3.8 设 ( , )X  是 Arens 空间 2S . 空间 X 存在弱基 和 使得 

    (1)  是可数的, X 有性质(G), 但没有性质(F); 

    (2) 存在 A X 使得 *( ) [ ]A A . 

Arens 空 间 2S [3] 定 义 如 下 . 取 2{0}X N N   . 设

( , ) { } {( , ) : }V n m n n k k m  , X 赋予如下拓扑: 对 2x N 时邻域基为{{ }}x ; 当

x N 时邻域基为{ ( , ) | }V x m m N ; 当 0x  时邻域基为
0

{{0} ( ( , ))}n n nV n m , 

其中 0 , nn N m N  . 对每个 2 {0}x S  , 令 x 是 2x S 的可数邻域基 , 且

00 {{0} ( ( , ))}n n nV n m³=  . 令
2x S x   . 很容易得到 是 2S 的弱基, 2S 是弱

第一可数的, 且对每一 A X 有 *( ) [ ]A A . 因为 是 2S 的弱基,    , 因此

X 有性质(G). 令 {0}S N  , 则 S 是 0 在 中的序列邻域, 但不是 0 在 ( , )X 

中的邻域. 因此 X 没有性质(F). 

问题 2.3.9 空间 X 的标准网络 具有何种性质时, ( , )X  是序列空间? 

    我们都知道空间 X 是 Fréchet 的当且仅当它是度量空间的伪开映像, 而且

空间 X 是 snf 可数的当且仅当它是度量空间的1序列覆盖映像[19]. 自然而然的
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就有以下问题的提出. 

问题 2.3.10 设 是空间 X 的标准网络. 对于每个 A X 有 *( ) [ ]A A , 

该空间是度量空间的何种映像? 

由本节中的一些关系我们得到了以下的相邻关系. 

 

                 x X  , x在 ( , )X  中的每个邻域 

 

  ( , )X  是 Fréchet                               是 ( , )X  中的弱基 

 

x X  , x在 ( , )X  中的每个序列邻域 (F) x X  , x 在 ( , )X  中的每个邻域 

 

                 (G)                    ( , )X  是 Fréchet 

              x X  , x在 ( , )X  中的每个序列邻域 
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第 3 章  关于 sq空间 

 

本章除了第二节的映射不预先假设连续的前提下进行讨论外, 其余的映射

均指连续的满映射. 

3.1 强序列商映射 

定义 3.1.1 设 X 是一个拓扑空间, H 是空间 X 的子集. 

(1) H 称为 X 的序列闭集[23], 若由 H 中的点组成的 X 的收敛序列的极限

点在H 中. 

(2) H 称为 X 的强序列闭集[5], 若由 H 中的点组成的 X 的序列的聚点在

H 中.  

强序列闭集的补集是强序列开集. 序列闭集的补集是序列开集.  

显然, 闭集强序列闭集序列闭集. 

注: 由强序列闭集的定义可以知道强序列闭集关于存在聚点的序列是封闭

的. 

J.R. Boone 引入了序列连续映射[8] :f X Y , 若 X 中的序列{ }nx 收敛到 x , 

则{ ( )}nf x 收敛到 ( )f x . 通过对比这一比收敛点弱的性质的提炼, 我们引入保

序列聚点的映射, 同样也可以得到强序列商映射的定义.  

定义 3.1.2 映射 :f X Y 称为保序列聚点的映射, 若 X 中的序列{ }nx 有

聚点 x , 则{ ( )}nf x 有聚点 ( )f x .  

注: 为了叙述方便我们称保序列聚点的映射为保聚映射. 

定义 3.1.3 映射 :f X Y 称为强序列商映射, 若U Y 且 1( )f U 是 X 中

的强序列闭集, 则U 是Y 中的强序列闭集. 

下面定理刻画了保聚映射的性质: 

定理 3.1.4 对于映射 :f X Y . 以下命题等价: 

(1) f 是保聚映射; 
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(2) 若U 是强序列开于Y , 1( )f U 是强序列开于 X ; 

(3) 若H 是强序列闭于Y , 1( )f H 是强序列闭于 X . 

证明: (1) (3). 设 H Y 且 1( )f H 不是强序列闭于 X , 在 1( )f H 中存在

序列{ }nq , 使得序列{ }nq 以 q 为聚点且 1( )q f H . 因为 f 是保聚映射, 则

{ ( )}nf q 是H 中的序列, 使得{ ( )}nf q 以{ ( )}f q 为聚点且 ( )f q H . 因此, H 不

是Y 的强序列闭集.  

(3) (2). 显然.  

(2) (1). 设{ }nx 是 X 中的序列且以 x X 为聚点. 若U 是 ( )f x 在Y 中的任

一开集, 则 1( )f U 在 X 中为强序列开集, 且 1( )x f U , 则 1{ } ( )nx f U 为无限

集并设为{ }
inx , 从而 ( )

inf x U , 所以 ( )f x 为{ ( )}nf x 的聚点, 故, f 是保聚映

射.  

有下述关系:                      序列连续 

连续映射 

         保聚映射 

    序列连续映射与保聚映射是互不蕴含的, 如: 

例 3.1.5 序列连续 保聚映射. 

设集合 2{0}X N  为 2S (见例 2.3.8)的子空间. 让Y 是集合 2{0} N 赋予离

散拓扑的空间. 定义 :f X Y 为恒等映射. 先证 f 是序列连续映射. 若在 X 中

的序列 nx 收敛于 x , 因为 X 中不存在非平凡的收敛子列收敛到 0, 所以 0x  , 

则当 n充分大之后 nx x , 有 ( )nf x x . 下证 f 不是保聚映射, 在 X 中 0 是 2N

的聚点, 但 (0)f 不是 2( )f N 的聚点. 

例 3.1.6 保聚映射 序列连续. 

设空间
1

{ | } {0}X n N R
n

   ; 空间 { }Y p N  赋予 N 的子空间拓扑, 
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其中 p N N  . 定义映射 :f X Y 如下: 当 0x  时, ( )f x p ; 当
1

x
n

 时, 

( )f x n . 因为 X 中的无限序列{ }nx 收敛到 0, 在Y 中序列{ ( )}nf x 总有无限个

落在 N 中, 则{ ( )}nf x 以 p 为聚点, 所以 f 是保聚映射. 下证 f 不是序列连续映

射. 在 X 中
1

n
 
 
 

收敛到 0, 但
1

({ }) { }f n
n

 在 N 中不收敛到 p , 故 f 不是序列连

续映射. 

伪开映射是遗传商映射[14]. 序列商映射也是遗传序列商映射[6]. 但强序

列商映射却不是遗传强序列商映射. 

例 3.1.7 强序列商映射不是遗传强序列商映射. 

设连续映射 2:f M S , 其中 M 是度量空间, 则 f 是商映射. 因此, X 是

序列的, 并且 X 是 sq 空间. 令 0 2X S N  , 1
0 0( )M f X 且

0| 0 0:Mg f M X  . 

因为 N N 是序列闭但不是强序列闭于 0X , 则 0X 不是 sq 空间. g 不是强序列

商映射(强序列商映射保持 sq空间. 见本文定理 3.2.8(1)). 故强序列商映射不是

遗传的. 

由映射的定义我们可以得到: 

定理 3.1.8 设映射 :f X Y , :g Y Z . 

(1) 如果 f , g 都是强序列商映射, 则复合映射 :g f X Z 也是强序列商

映射;  

(2) 如果 f 保聚且复合映射 g f 是强序列商映射, 则 g 也是强序列商映射. 

证明: (1) 设集 H Z . 若 1( ) ( )g f H 是 X 中的强序列闭集 , 由于

1( ) ( )g f H 1 1( ( ))f g H  且 f 是强序列商映射, 所以 1( )g H 是强序列商映射.

又 g 是强序列商映射, 则 H 是强序列闭集, 所以复合映射 :g f X Z 也是强

序列商映射. 

(2) 设 H Z . 若 1( )g H 是Y 中的强序列闭集, 由于 f 是保聚的, 由定理
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3.1.4, 1 1 1( ( )) ( ) ( )f g H g f H    也是 X 中的强序列闭集. 因为 g f 是强序列

商映射, 所以H 是Z 中的强序列闭集, 所以 g 也是强序列商映射. 

3.2 sq空间 

定义 3.2.1 空间 X 称为具有可数 tightness[24], 对于 X 的集合 A , 若 x A , 

则存在 A的可数子集C , 使得 x C . 

引理 3.2.2[5] 设 X 是拓扑空间. 下列条件等价: 

(1) X 具有可数 tightness; 

(2) X 中的每一个强序列闭集是闭集; 

(3) X 中的每一个强序列开集是开集. 

接下来, 我们利用强序列闭集来定义 sq 空间的概念. 

定义 3.2.3 空间 X 称为 sq 空间, 若 X 中的每一序列闭集是 X 的强序列闭

集. 

由以上定义容易得到如下结论: 

定理 3.2.4 空间 X 是序列空间当且仅当 X 具有可数 tightness 和 sq 空间. 

证明: 必要性. 由定义显然成立. 

充分性. 若 A是 X 的序列闭集, 又 X 是 sq 空间, 则 A是 X 的强序列闭集. 

X 具有可数 tightness, 可得 A是 X 的闭集. 所以 X 是序列空间. 

可数 tightness 具有遗传性[14], 而序列空间不具有遗传性质. 因此, sq 空间

也不具有遗传性质, 并且 sq 空间不能推出序列空间. 

在文[5]中定义了 X 上的 a闭包算子: 对 X 中的每个子集 A ,  

[ ] { |aA x X  存在序列 nx A , { }nx 以 x为聚点}. 

回忆上一章中定义的 X 上的序列闭包算子: 对 X 的每个子集 A ,  

[ ] { |A x X  存在序列 nx A , { }nx 收敛于 }x . 

A是序列闭集当且仅当 [ ]A A . 可以利用算子得到 sq 空间的等价刻画.  
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定理 3.2.5 对于空间 X . X 是 sq 空间当且仅当若 A是 X 的序列闭集, 则

[ ]aA A . 

证明: 必要性. 设 A X , [ ]aA A 显然成立. 下证[ ]aA A . 设 A是 X 的

序列闭集. X 是 sq 空间, 则 A是强序列闭集, [ ]ax A , 存在 A中的序列的聚点

在 A中, 即 x A . 

充分性. 设 A是 X 的序列闭集. 设 A中的序列 nx 存在聚点, 而且 [ ]aA A , 

从而聚点在 A中, 所以 A为强序列闭集, 即 X 是 sq空间. 

定理 3.2.6 可数紧的 sq空间是序列紧空间. 

证明: 设 X 不是序列紧空间, 即存在 X 中的序列{ }nx 没有收敛子列, 则集

合{ | }nx n N 是序列闭集. 又因为 X 是 sq 空间, 则{ | }nx n N 是强序列闭集. 

由 X 是可数紧的, 设 x 是序列{ }nx 的一个聚点, 则至多仅有有限项 nx x , 不妨

设所有 nx x . 又由{ | }nx n N 是强序列闭集, 则 { | }nx x n N  , 矛盾. 故, X

是序列紧空间. 

但是对于可数紧的 sq 空间却不一定是紧空间. 如: 空间 1[0, ) 是第一可数

的、可数紧空间, 但不是紧空间. 因此, 从定理 3.2.6 中我们希望能寻求 sq空间

的一个等价刻画是否成立, 结论是否定的, 如下面例子. 

例 3.2.7  假定CH , 序列紧的, 2T 空间 X 具有可数 tightness 但不是序列的

[31, 例 1.2]. 因此也不是 sq空间. 

    Franklin 在 1965 年得到了序列空间可表示为可度量化空间的商映像[17], 

表明序列空间和商映射具有紧密的联系, 同样 sq 空间和强序列商映射也具有类

似的紧密的相关性质, 而且强序列商映射和序列商映射之间是相互独立的(见例

3.3.7, 3.3.8), 那么在什么条件下二者之间有相互联系呢? 

定理 3.2.8 设映射 :f X Y . 
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(1) 若 X 是 sq 空间, f 是强序列商映射, 则Y 也是 sq 空间且 f 是序列商

映射; 

(2) 若Y 是 sq 空间, f 是序列商映射, 则 f 是强序列商映射. 

证明: (1) 若G Y 且 1( )f G 是序列闭于 X . 因为 X 是 sq 空间, 则 1( )f G

是强序列闭于 X . 又由于 f 是强序列商映射, 则G 是强序列闭于Y , 从而G 是

序列闭于Y , 因此 f 是序列商映射. 另一方面, 若H 是序列闭于Y , 由 f 是连续

映射, 则 1( )f H 序列闭于 X . 因为 X 是 sq 空间, 所以 1( )f H 强序列闭于 X , 

从而H 是强序列闭于Y , 因此Y 是 sq 空间. 

(2) 若 H Y 且 1( )f H 是强序列闭于 X , 则 1( )f H 是序列闭于 X . 由于

f 是序列商映射, 因此H 是序列闭于Y . 又Y 是 sq 空间, 所以 H 是强序列闭于

Y , 则 f 是强序列商映射. 

由定理 3.2.8 知强序列商映射保持 sq 空间. 从 sq 空间和强序列商映射之间

的关系可以得到以下定理: 

定理 3.2.9 对于空间 X , 下列条件相互等价: 

(1) X 是 sq 空间;  

(2) 每一到 X 上的序列商映射是强序列商映射;  

(3) X 是某一局部紧度量化空间的强序列商映像;  

(4) X 是某一度量化空间的强序列商映像. 

证明: (1) (2). 设 :f M X 是序列商映射, 其中 X 是 sq 空间. 由定理

3.2.8(2), f 是强序列商映射. 

(2) (3). 令 是 X 中含有极限点的收敛序列的全体所成之集. 对于每一

S  , S 作为 X 的子空间未必是可度量化空间, 取定 S 的极限点 s , 重新赋予

S 下述拓扑 s : 点 s 的邻域具有有限余拓扑, 其余点是孤立点. 则空间 ( , )sS  同
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胚于 R 的子空间
1

{0} { | }n N
n

 , 且 S 上的拓扑 s 细于 S 上的诱导拓扑. 作拓扑

和 {( , ) | }sM S S   , 则M 是可度量化空间, 且自然映射 :f M X 是连续

的序列覆盖映射[12], 因此 f 是序列商映射, 由(2)可知 f 是强序列商映射.  

(3) (4). 显然. 

(4) (1). 由定理 3.2.8(1)可得证. 

对于商映射与强序列商映射有如下关系: 

定理 3.2.10 设映射 :f X Y . 

(1) 若 X 具有可数 tightness 当且仅当每一定义在 X 上的商映射是强序列商

映射; 

(2) 若Y 具有可数 tightness, 则每一到Y 上的强序列商映射是商映射. 

证明: (1) 必要性. 设 :f X Y 是商映射. 若H Y 且 1( )f H 强序列闭于

X , 由 X 具有可数 tightness, 据引理 3.2.2, 可得 1( )f H 闭于 X , 则 H 闭于Y , 

从而H 是Y 的强序列闭集, 所以 f 是强序列商映射.  

充分性. 设H 是 X 的强序列闭集, 但不是 X 的闭集. 设映射 : {0,1}f X  , 

其中 x H , ( ) 0f x  ; x X H  , ( ) 1f x  . {0,1}赋予商拓扑, f 是商映射. 又

1({1})f X H   不是 X 的开集, 则{1}不是{0,1}的开集, 因此, {0}存在聚点为

1, 则{0}不是{0,1}的强序列闭集. 而 1({0})f H  是 X 的强序列闭集, 所以 f

不是强序列商映射(矛盾), 所以 X 具有可数 tightness. 

(2) 设 :f X Y 是强序列商映射. 若 H Y 且 1( )f H 闭于 X , 则 1( )f H

强序列闭于 X . 由 f 是强序列商映射, H 是强序列闭于Y 的. 又由于Y 具有可

数 tightness, 所以H 闭于Y , 则 f 是商映射. 

定义3.2.11 拓扑空间 X 为局部可数空间, 若 x X , 则存在 x的开邻域U , 

使得U 是可数集. 

定理 3.2.12 下述条件等价: 
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(1) X 具有可数 tightness; 

(2) 到 X 上的每一强序列商映射是商映射; 

(3) X 是一族可数空间拓扑和的商映像;  

(4) X 是局部可数空间的商映像. 

证明: (1) (2). 由定理 3.2.10(2). 

(2) (3). 让 是空间 X 中的全体可数子空间组成的族. 令C   , 定义

:f C X 是自然映射. 下证 f 是强序列商映射. 设 H X 且 1( )f H 是C 中的

强序列闭集 , 对于 H 中的序列 { }nx , 如果 x 是 { }nx 的一个聚点 . 我们令

{ | }nA x n N  , 则 1( )A f H 而且 x 是 { }nx 在 C 中的一个聚点 . 于是有

1( )x f H , 即 ( )f x H . 从而 H 是强序列闭集, 故 f 是强序列商映射. 由(2)

可得, f 是商映射. 

(3) (4). 显然. 

(4) (1). 由于商映射保持可数 tightness, 只需证明局部可数空间具有可数

tightness 即可. 设 X 是局部可数空间. 若 x A X  . 存在 x 的开邻域V , 使得

V 是可数集, 则 x V A  , 显然V A 是 A的可数子集. 故 X 具有可数 tightness.  

3.3 一些反例 

下面找出一些例子说明与 sq 空间相关的空间类的关系, 及强序列商映射与

几类映射之间的互不蕴含关系. 首先介绍几个相关定义. 

定义 3.3.1 设 H 是空间 X 的子集. H 称为 X 的 k 闭集[8], 若对 X 的每一

紧集 K 有 K H 是 K 的闭集. 空间 X 称为 k 空间[22], 若 X 的每一 k 闭集是 X

中的闭集. 空间 X 称为 kq空间[9], 若 X 的每一序列闭集是 X 中的 k 闭集.  

显然, X 是序列空间当且仅当 X 是 k 空间和 kq空间[9]. 

定义 3.3.2 :f X Y 称为 k 商映射[8], 若U Y 且 1( )f U 是 X 中的 k 闭

集, 则U 是Y 中的 k 闭集. 
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    例 3.3.3 kq空间 sq空间. 

设 2{0}X N  为 2S (例 2.3.8)的子空间. 由于 X 是具有点G 性质的 2T 空间, 

由[23]中定理 3.8, 所以 X 是 kq 空间. 另一方面, 该空间中 2N 是序列闭于 X , 

(0,0) 是 2N 的聚点, 但 2(0,0) N , 因此 2N 不是强序列闭集. 因此 X 不是 sq 空

间.  

由于 k 和 kq空间是序列空间, 从而是 sq 空间(矛盾), 于是此空间也不为 k

空间. 

例 3.3.4 sq空间 kq空间. 

设 1[0, ]X  是具有通常序拓扑的空间, 则 X 是 k 空间但不是序列空间, 所

以 X 不是 kq空间. 下证 X 是 sq 空间. 设H X 是序列闭集但不是强序列闭集, 

则存在{ }nx H , 使{ }nx 有聚点 0x H . 若 0 1x  , 则 1nx  . 于是 1nx  , 因

此存在 1  使得对每一 n N 有 1nx    , 则 0x 的邻域 1( , ]  不含有任一 nx . 

这与 0x 是{ }nx 的聚点矛盾, 所以 0 1x  . 由于 0x 在 1[0, ) 中有可数邻域基, 则序

列{ }nx 有子列{ }
inx 收敛到 0x , 则 H 不是序列闭集(与假设矛盾). 故 1[0, ] 是 sq

空间.  

由于可数 tightness 和 sq空间是序列空间, 从而是 kq空间矛盾, 于是此空间

也不具有可数 tightness. 

例 3.3.5 k 空间 sq空间. 

设 N 是 N 的 Stone-Čech 紧化. 该空间为 k 空间. 下证其不是 sq 空间, 因

为 N 不存在非平凡收敛子列收敛到 N N  , 所以 N 为序列闭集. 但 N N  中

的点都是 N 中序列的聚点, 所以 N 不是强序列闭集. 故 N 不是 sq空间. 

例 3.3.6  sq空间 k 空间. 
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对不可数集合 X , 取定 p X . 定义 Fortissimo 空间 pX 如下[25]: 对 F X , 

( )cF X ( ( )c X 为空间 X 的闭集族)当且仅当或者 p F , 或者 F 是可数集. 

下证 pX 中每个集合都为强序列闭集: 任取 pH X , 任取{ }nx H , 设 x 是{ }nx

的聚点, 那么{ | }nx n N 是闭集, 则存在 0n N 使得
0nx x H  . 故 pX 是 sq 空

间. 再证 pX 不为 k 空间. 令 { }pP X p  , 则 P 不是闭集. 设 K 为 pX 中的紧集, 

则 K 为有限集[26], 从而 K P 也为有限集, 因此 K P 闭于 K , 所以 P 为 k 闭

集. 故 pX 不是 k 空间. 

例 3.3.7 强序列商映射 序列商映射. 

    设 N 是 N 的 Stone-Čech 紧化, * { }N N  是 N 的一点紧化, 定义映射

*:f N N  如下: 若 n N , 则 ( )f n n ; 若 p N N  , 则 ( )f p   . 那么 f

不是序列商映射[8]. 下证 f 为强序列商映射. 因为若 *F N 非强序列闭集, 则

| |F  , F , 从而 1( )f F 是 N 的无限子集且聚点不在 1( )f F 中, 则 1( )f F

不是强序列闭集. 

例 3.3.8 序列商映射 强序列商映射. 

采用文[21]中的例 3.9 进行说明. 设Y N 为 N 的 Stone-Čech 紧化, X 为

集合 N 赋予离散拓扑, 定义 :f X Y 为恒等映射, 此映射为序列覆盖映射, 

因此为序列商映射. 下证 f 非强序列商映射. 因为 1( )f N 为 X 的强序列闭集, 

但 N 并非Y N 的强序列闭集, 所以 :f X Y 不是强序列商映射.  

例 3.3.9 k 商映射 强序列商映射.  

取 2S 为 Arens 空间(例 2.3.8), X 为集合 2S 的子空间 2{0} N 赋予离散拓扑. 

定义 2: {0}f X N  为恒等映射. 可知 f 为 k 商映射[8]. 又 1 2{0} ( )X f N 

在 X 中为强序列闭集, 但 2 {0}N  不是 2{0} N 的强序列闭集. 所以 f 不是强序
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列商映射. 

例 3.3.10 强序列商映射 k 商映射. 

采用文[8]的例 4.4 来说明. 设 1[0, ]Y  是序数空间, 其中 1 是第一个不可

数序数. 对每一 n N , 令 1

1
{( , ) | [0, )}nX

n
    , 再令 1{ } ( )n N nX X    . 

X 的拓扑定义如下: ①对
1

( , ) kp X
k

  , 其中 1[0, )  , k N , 则 p 的邻域

基元形如
1

{( , ) | }U
k

   , 其中U 是 在 1[0, ] 中关于序拓扑的基本开集. ② 1

的邻域基元形如 '1 0

1
{ } ( {( , ) | })

U
n n

n
 


  , 这里 '

1{ }U U   , U 是 1 在序                

数空间 1[0, ] 中的基本开集 , 而且 0n N . 定义映射 :f X Y 使得对每一

1

1
( , ) { }X

k
   ,有 

1
(( , ))f

k
  和 1 1( )f   . 该映射为序列商映射但不是 k

商映射[8]. 由例 3.3.4 可知Y 为 sq空间, 再由定理 3.2.8(2)可得 f 是强序列商映

射. 

例 3.3.11 强序列商映射 商映射.  

令 1[0, ]X  , 其中 1 是孤立点, 其余点具有通常序拓扑邻域. 1[0, ]Y  是

具有通常序拓扑的空间. 定义 :f X Y 为恒等映射. 由于 1
1 1({ }) { }f    在 X

中开的, 但 1{ } 在Y 中非开, 所以 f 不是商映射. 另一方面, 若 F 不是Y 中的强

序列闭集, 则存在序列{ }ny F 具有聚点 y F . 这时 1y  (见例 3.3.4 中的证

明), 因此 1[0, )y  . 不妨设所有的 1ny  , 于是 1, [0, )ny y  , 所以在 X 中

{ }ny 有聚点 1( )y f F , 因此 1( )f F 非强序列闭集. 故 f 是强序列商映射. 

例 3.3.12 商映射 强序列商映射.  

设映射 1:[0, ] {0,1}f   , 其中 1([0, )) {0}f   , 1({ }) {1}f   . 1[0, ) 中的点

是离散点, 1 是具有序拓扑邻域, {0,1}赋予商拓扑, 则 f 是商映射. 下证 f 不

是强序列商映射, 因为 1[0, ] 不具有可数 tightness, 由定理 3.2.10(1)可知 f 不是
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强序列商映射. 

从上面几个例子中可以知道: 强序列商映射与序列商映射、k 商映射、商映

射是互不蕴含的. 下面列出几个相关空间之间的关系图: 

 

                   kq空间             sq 空间 

 

序列空间                                                 序列空间 

 

                 k 空间             可数 tightness 
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第 4 章 弱双序列空间的一些性质 

 

    本章主要利用集列覆盖映射和弱双商映射来刻画弱双序列空间的特征, 然

后讨论和弱双序列空间有关的一些性质. 

4.1 弱双序列空间 

下面介绍弱双序列空间及一些相关概念. 

定义 4.1.1[11] X 上的非空集族 , 如果 ,A B  (对可数子集族   )存

在C  , 使得C A B  (C   ), 则称为 X 的滤子基(滤子基). 我们称滤

子与网状相交, 若中每一元与中每一元相交. 

定义 4.1.2[11] 若拓扑空间在 x X 是弱双序列的, 当对 X 上任意的聚点

在 x X 的滤子基 , 存在 X 中可数的滤子基  收敛到 x 并且与 网状相交. 

空间 X 是弱双序列空间, 若在 X 上每一点都是弱双序列的. 

定义 4.1.3[11] 对任意的 y Y , 是 X 中开集组成的 1( )f y 的覆盖, 存在

可数多个U  , 使得 { ( ) | }f U U 可数个  覆盖 y Y 的某邻域 , 则映射

:f X Y 是弱双商映射. 

定义 4.1.4[13] 设 X 是拓扑空间, { }nA 是 X 中的集列且 x X . 如果对 x

的任意邻域U , 存在m N , 使得对任意n m , 有 nA U , 则称{ }nA 收敛于 x . 

定义 4.1.5[13] 映射 :f X Y 称为集列覆盖映射, 若{ }nA 是Y 中收敛于 y

的递减集列, 则存在 1( )x f y 及 X 中收敛于 x 的递减集列{ }nB 使得每一 n N , 

( )n nf B A . 

由定义容易知道集列覆盖映射是序列覆盖映射, 反之不成立[5]. 

关于弱双序列空间和弱双商映射有以下一些关系:  
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                         弱双序列空间 

双序列空间                         Fréchet 空间 

可数双序列空间 

 

             弱双商映射 

双商映射                           伪开映射. 

可数双商映射 

4.2 主要结果 

    首先讨论一下弱双商映射的性质. 

定理 4.2.1 设映射 :f X Y , :g Y Z . 

(1) 若 f , g 均为弱双商映射, 则 :f g X Z 是弱双商映射; 

(2) 若 :f g X Z 是弱双商映射, 则 g 为弱双商映射. 

证明: (1) 任取 z Z , 设 是 X 中开集组成的 1( ) ( )f g z 的覆盖. 对于每

一 1( )y g z , 则 1( )f y  1( ) ( )f g z , 且 是 1( )f y 的开覆盖, 由于 f 是弱双

商 映 射 , 存 在  的 可 数 子 族 y 使 得 int( ( ))yy f   , 于 是 1( )g z 被

1{int( ( )) | ( )}yf y g z  覆盖. 又由于 g 是弱双商映射存在 1( )g z 的可数子族

{ | }iy i N 使得{ ( ( )) | }
iyg f i N  是 z Z 的某邻域,又因为

ii N y  是可数的, 

且
ii N y    , 所以 :f g X Z 是弱双商映射. 

(2) 任取 z Z , Y 中开集族 覆盖 1( )g z . 1( )f   为 X 中开集族覆盖

1 1( ( ))f g z  1( ) ( )g f z  , 存在可数集族 '   , 1 ' '( )( ( )) ( )g f f g    覆盖

z Z 的一个邻域. 所以 g 为弱双商映射. 

接下来对弱双序列空间与弱双商映射之间的关系进行探讨, 对于度量空间

映射的性质有如下的结论:  

引理 4.2.2[11] 对映射 :f X Y 下列性质等价:  
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(1) f 是弱双商映射;  

(2) 若 是以 y Y 为聚点的 滤子基, 则存在 1( )x f y 使得 1( )f   是

以 x为聚点. 

引理 4.2.3 :f X Y 是弱双商映射, 若 X 弱双序列空间, 则Y 为弱双序

列空间. 

    证明: :f X Y 是弱双商映射, X 弱双序列空间, 对任意 y Y ,  是以

y Y 为聚点的任意  滤子基 . 因为 f 是弱双商映射 , 由引理 4.2.2, 取

1( )x f y 是 1( )f  的聚点, 存在可数的滤子基  收敛到 x 且与 1( )f  相交, 则

( )f  收敛到 y 并且与相交, 因此Y 是弱双序列空间. 

    定理 4.2.4[11] 拓扑空间Y 是弱双序列空间当且仅当它是度量空间的弱双

商映像. 

引理4.2.5[15] 对于任一空间Y , 存在度量空间 X 及连续的满射 :f X Y

具有下述性质: 如果{ }nA 是某点 y Y 的递减的网, 则存在 1( )x f y 及 x 在 X

中递减的邻域基{ }nB 使得对任意的 n N 有 ( )n nf B A . 

在 F. Siwiec[12]中描述了空间Y 是可数双序列空间当且仅当映满Y 的每一

序列覆盖映射是可数双商映射, 然而对于Y 是双序列空间当且仅当映满Y 的每

一序列覆盖映射是双商映射的描述是不成立的, 对本章中的弱双序列空间亦不

成立. 但将序列覆盖映射加强为集列覆盖映射时, 相应的结论却是成立的. 

定理4.2.6 :f X Y 是集列覆盖映射, Y 是弱双序列空间, 则 f 是弱双商

映射.  

证明: Y 是弱双序列空间. 设 是以 y Y 为聚点的滤子基, 则存在可

数的滤子基 , 使得 与 相交且收敛于 y Y . 因为 f 是集列覆盖映射, 存

在 1( )x f y 及 X 中收敛于 x 的递减集列{ }nB 且对每一 n N , 对于 nG  有

( )n nG f B . 由于 与 相交, 于是{ }nB 与 1( )f   相交. 若 F  且U 是 x
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在 X 中的任意邻域, 那么存在 n N , 使得 nB U 有 1( )nB f F   , 所以有

1( )U f F   , 从而 1( )x f F . 故 x是 1( )f   的聚点. 由引理 4.2.4, 所以 f

是弱双商映射. 

下面给出集列覆盖映射是弱双商映射的等价刻画, 并由此得出弱双序列空

间的映射刻画的推论.  

推论 4.2.7 下列条件相互等价:  

(1) X 是弱双序列空间;  

(2) 映满 X 的每一集列覆盖映射是弱双商映射;  

(3) X 是度量空间的弱双商映像.  

证明: (1) (2). 由定理 4.2.6 可得.  

(2)  (3). 由引理 4.2.5, 存在度量空间 M 及连续的集列覆盖映射

:f M X , 由(2)得 f 是弱双商映射.  

(3) (1). 由于弱双商映射保持弱双序列空间. 
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