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摘 要

仿拓扑群与 rectifiable空间的研究

基础数学专业

研究生 林福财 指导教师 林寿

本文主要致力于拓扑代数中拓扑群、仿拓扑群、rectifiable 空间的研究, 共

分四部分.

第一部分(即第二章): 主要讨论仿拓扑群与 rectifiable 空间的基数不变量、

广义度量性质、局部紧性和 Moscow 性质, 其中主要证明了 (1) 若 A 和 B 都是

仿拓扑群 G 的 ω-narrow 子集, 则 AB 也是 G 中 ω-narrow 子集, 这肯定地回

答了 A.V. Arhangel’shǐı 和 M. Tkachenko 的问题 [10, Open problem 5.1.9]; (2)

若 G 是局部紧和可分的 rectifiable 空间, 则 G 是 σ 紧的, 这肯定回答了 A.V.

Arhangel’skǐı 和 M.M. Choban 在 [Topology Appl., 157(2010), 789-799] 的一

个公开问题; (3) rectifiable 空间包含一个 (闭) 拷贝 Sω 当且仅当它有一个 (闭)

拷贝 S2; (4) 在 ♭ = ω1 的假设下, 具有 α1 性质的紧 rectifiable 空间是可度量化

的当且仅当具有 α4 性质的局部紧 rectifiable 空间是可度量化的; (5) 点态标准

弱伪紧的 rectifiable 空间是 Moscow 空间.

第二部分(即第三章): 讨论关于 rectifiable 空间上 Vietoris 拓扑和定义了

rectifiable完全并讨论相关性质,其中主要结果为 (1)定义 rectifiable空间 G的

紧子集族 C(G) 上右 loop 结构和半右 loop 结构, 证明了 (C(G), ·) 具有右 loop

结构当且仅当 |G| = 1; (2) 在 rectifiable 空间 G 的紧子集族 C(G) 上赋予的

Vietoris 拓扑, 证明了若 G 是局部紧的 rectifiable 空间, 那么赋予 Vietoris 拓扑

的空间 (C(G), ·)是拓扑半右 loop; (3)定义了 rectifiable完全, 证明了局部紧的

rectifiable 空间是 rectifiable 完全的.

第三部分(即第四章): 本章系统讨论了拓扑群、仿拓扑群、rectifiable 空间

的 Hausdorff 紧化的余, 其中主要证明了 (1) 若 G 是非局部紧的拓扑群且 Y =

bG\G是具有局部点可数 k 网的局部 k 空间,那么 G和 bG是可分与度量化的,

这肯定地回答了刘川和林寿关于拓扑群的紧化的余的两个问题, 见 [Topology

Appl., 156(2009), 849–854] 和 [Topology Appl., 157(2010), 1966-1974]; (2) 若

拓扑群 G 的余具有局部拟 Gδ 对角线, 则 G, bG 是可分与度量化的, 这推广了
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A.V. Arhangel’skǐı 和刘川的结果; (3) 若 G 是非局部紧的仿拓扑群, 那么 G

的每一个余或具有 Baire 性质或是 meager 和 Lindelöf, 这给出了仿拓扑群的

Hausdorff 紧化的余的二岐性定理; (4) 给出例子说明存在仿拓扑群 X 使得某

Hausdorff 紧化 bX 的余不是伪紧的也不具有 meager 性质, 这否定回答了 D.

Basile 和 A. Bella 在 [Comment. Math. Univ. Carolin., 50(4)(2009), 607–613]

中的一个公开问题; (5)若 rectifiable空间 G的 Hausdorff紧化的余具有局部拟

Gδ 对角线, 那么 G, bG 是可分与度量化的.

第四部分(即第五章): 本章主要讨论自由仿拓扑群的特征和拓扑嵌入问题,

其中主要证明了 (1)对 Tychonoff空间X有 χ(AP (X)) = D(PX ,≤) = d(ωUX ,≤
), 见定理 5.1.16 和 5.1.18; (2) 若 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间, 那么

自然映射 êX,Y : AP (X) → AP (Y ) 是拓扑单同态 (拓扑嵌入) 当且仅当 X 是拟

P∗ 嵌入 Y , 见定理 5.2.7.

关键词: 拓扑群; 仿拓扑群; rectifiable 空间; 度量性; 自由交换仿拓扑群;

Hausdorff 紧化; 余.
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Abstract

Researches on rectifiable spaces and paratopological

groups

Major: Fundamental Mathematics

Graduate Student: Lin Fucai Supervisor: Lin Shou

This thesis is devoted to studying topological groups, paratopological groups and

rectifiable spaces in the theory of topological algebra. The contents are arranged into

four parts.

In the first part (Chapter 2), we mainly discuss the cardinal invariants, general-

ized metric properties, local compactness and Moscow properties on paratopological

groups or rectifiable spaces, where we mainly show that (1) if A and B are ω-narrow

subsets of a paratopological group G, then AB is ω-narrow in G, which gives an af-

firmative answer for A.V. Arhangel’shǐı and M. Tkachenko’s open problem [10, Open

problem 5.1.9]; (2) if G is separable and locally compact rectifiable space, then G

is σ-compact, which gives an affirmative answer for A.V. Arhangel’skǐı and M.M.

Choban’s open problem [Topology Appl., 157(2010), 789-799]; (3) a rectifiable space

G contains a (closed) copy of Sω if and only if G has a (closed) copy of S2; (4) un-

der the assumption of ♭ = ω1, locally compact α4-rectifiable spaces are metrizable if

and only if compact α1-rectifiable spaces are metrizable; (5) a pointwise canonically

weakly pseudocompact rectifiable space is Moscow.

In the second part (Chapter 3), we mainly discuss the Vietoris topology on

rectifiable spaces, and define the concept of rectifiable complete and investigate some

properties, where the main results are that (1) we define the concepts of right loop and

semi-right loop on the family C(G) of all compact subsets of rectifiable space G, and

obtain that (C(G), ·) is right loop if and only if |G| = 1; (2) if G is a locally compact

rectifiable space then (C(G), ·) with Vietoris topology is topological semi-right loop;

(3) we define the rectifiable completeness of a rectifiable space, and show that a locally

compact rectifiable space is rectifiable complete.

In the third part (Chapter 4), we systematically discuss the remainders of the

Hausdorff compactification of topological groups, paratopological groups or rectifi-

able spaces, where we mainly prove that (1) if G is a non-locally compact topological
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group and Y = bG \ G is a locally k-space with a point-countable k-network, then G

and bG are separable and metrizable spaces, which gives an affirmative answer two

open problems of Chuan Liu and Shou Lin’s, see [Topology Appl., 156(2009), 849–

854] and [Topology Appl., 157(2010), 1966-1974], respectively; (2) if the remainders

of the Hausdorff compactification of topological groups has locally quasi-Gδ diago-

nal, then G, bG are separable and metrizable, which extend the corresponding results

Arhangel’skǐı and Chuan Liu’s; (3) if G is a non-locally compact paratopological group,

then either every remainder of G has the Baire property, or every remainder of G is

meager and Lindelöf, which give out a dichotomy theorem for remainders in compact-

ifications of paratopological groups; (4) we give out an example to explain that there

exists a paratopological group X such that some Hausdorff compactification bX of X

has a remainder which is neither pseudocompact nor meager, which gives a negative

answer for D. Basile and A. Bella’s open problem [Comment. Math. Univ. Car-

olin., 50(4)(2009), 607–613]; (5) if the remainders of the Hausdorff compactification

of rectifiable space G has locally quasi-Gδ diagonal, then G, bG are separable and

metrizable.

In the fourth part (Chapter 5), we mainly discuss the character and the topo-

logical embedding of free Abelian paratopological groups, where the main results are

that (1) if X is a Tychonoff space, then χ(AP (X)) = D(PX ,≤) = d(ωUX ,≤), see

theorems 5.1.16 and 5.1.18, respectively; (2) if X is an arbitrary subspace of a Ty-

chonoff space Y , then the natural mapping êX,Y : AP (X) → AP (Y ) is a topological

monomorphism if and only if X is quasi-P∗-embedded in Y , see Theorem 5.2.7.

Key Words: topological groups; paratopological groups; rectifiable spaces;

metrizabilities; free Abelian paratopological groups; Hausdorff compactifications; re-

mainders.
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引 言

拓扑和代数是数学中的两个基本领域,在研究中取着相互补充的角色.拓扑

主要是研究连续与收敛, 从而为研究极限的概念提供一个框架. 大部分研究的

拓扑主要致力于无限集和自己本身的无限结构, 从某种意义上说其研究的方法

是多种多样的. 代数主要研究各种各样的运算, 从而为算法和计算提供了基础,

从某种意义上说其方法本质上确是有限的 [10]. 因为这些本质上差别,使得如今

的代数与拓扑的发展越来越独立. 但是在数学的高水平中, 如函数分析、动力系

统、表示理论等等, 代数与拓扑又有着很密切的联系. 数学中许多重要的研究方

向都有着代数的表示和拓扑的结构, 如拓扑函数分析、线性拓扑、拓扑群、拓扑

域、变换群和拓扑格等等. 因为代数与拓扑本质是由集合所确定, 这使得它们自

然而然地联系在一起, 如变换群就是一个典型的例子. 显然, 代数运算与拓扑联

系的规则是运算是连续或分离连续. 近几年来, 拓扑群、仿拓扑群和 rectifiable

空间理论的研究成为在研究拓扑与代数结合的新的热门的研究方向, 所取得结

果也是层出不穷, 见 [10]. 特别地, G. Birkhoff 和 S. Kakutani 证明了每一个第

一可数的拓扑群是可度量化的 [21, 46], 拓扑学家们发现具有代数结构的拓扑空

间自身具有更良好的拓扑结构, 更引起人们对拓扑代数的兴趣. 最近, 一些拓扑

学家研究具有代数结构的广义度量性质, 如 [7, 11, 26, 47, 48]. 所谓的广义度量

空间,指的是这样的一些空间类,有益于刻画可度量性且继承了度量空间的的一

些优美性质和度量空间的某些理论或技巧能拓广到这些空间类 [38, 41]. 自从上

世纪 50 年代初 R. H. Bing [25], J. Nagata [58] 和 Yu. Smirnov [80] 给出了度

量空间的内在刻画以来, 对 Bing-Nagata-Smirnov 度量化定理的各种推广形成

了形形色色的广义度量空间.

仿拓扑群和 rectifiable 空间是拓扑群的重要推广, 很多拓扑学家对它们的

研究产生了很大的兴趣, 也取得了许多让人意想不到的结果. A. Bouziad 证明

了每一个 Čech 完全的半拓扑群是拓扑群 [17]; A.S. Gul′ko 证明了每一个第一

可数的 rectifiable空间是可度量化的 [35];刘川和林寿教授证明了每一具有左不

变对称度量的的仿拓扑群是拓扑群 [48]. 但是对于拓扑群和 rectifiable 空间的

研究远远没有结束,有很多问题至今仍然是公开问题.第二章主要讨论仿拓扑群

与 rectifiable 空间的基数不变量、广义度量性质、局部紧性和 Moscow 性质, 分

别肯定第回答了 A.V. Arhangel’shǐı 和 M. Tkachenko 在 [10] 中一个公开问题

及 A.V. Arhangel’skǐı 和 M.M. Choban 在 [13] 中一个公开问题.
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Weil 完全性在一般拓扑学是一个极其重要的概念, 具体可见 [10] 和 [32].

本文的第三章主要是讨论 rectifiable 空间上的紧子集族赋予的 Vietoris 拓扑的

空间所具有的代数结构. 另外, 我们定义了 rectifiable 完全, 证明了局部紧的

rectifiable 空间是 rectifiable 完全的. 最后, 我们还证明了 rectifiable 空间上的

开映射定理.

对拓扑空间的 Hausdorff紧化的余的研究是一般拓扑学的一个研究方向.由

于对拓扑空间的紧化比较神秘, 所以对拓扑空间的 Hausdorff 紧化的余的研究

往往使一些拓扑学家望而怯步. 然而, 一个拓扑空间 Hausdorff 紧化的余到底属

于什么样的空间类是一个重要问题, 因为依此我们可以对拓扑空间进行一些归

类. M. Henriksen 和 J. Isbell 证明了 Tychonoff 空间 X 是可数型当且仅当 X

的任何 (或某一) Hausdorff 紧化的余是 Lindelöf. 近年来, 著名拓扑学家 A.V.

Arhangel’skǐı 取得很多重要的成果, 特别是二岐性定理的取得: 若 G 是拓扑群,

那么 G 的 Hausdorff 紧化的余或者是伪紧的或者是 Lindelöf. 二岐性定理的取

得使拓扑学家们对该问题的可能性解决看到了曙光, 运用二岐性定理得到了一

些重要结果,具体见 [11, 12, 13, 47, 48]. 本文的第四章系统讨论了拓扑群、仿拓

扑群、rectifiable 空间的 Hausdorff 紧化的余, 肯定地回答了刘川教授和林寿教

授的公开问题 [47, 48]. 另外, 否定回答了 D. Basile 和 A. Bella 在 [18] 中的公

开问题.

1941年, A.A. Markov为了构造拓扑群在 [54]引入了自由拓扑群的定义.至

今, 自由拓扑群成为在拓扑群理论研究的定理证明和提供例子的重要且强有力

的工具, 具体可见 [10]. 类似于自由拓扑群, S. Romaguera, M. Sanchis 和 M.G.

Thackenko引入了自由仿拓扑群的定义 [68]. 最近, N.M. Pyrch和 A.V. Ravsky

在自由仿拓扑群方面做了一系列的工作, 如 [61, 62, 63]. 本文的第五章主要讨

论自由仿拓扑群的特征和拓扑嵌入问题, 继续完善了自由仿拓扑群方面的工作.
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第一章 预备知识

§1.1 记号和术语

约定: 第二、三、五章的空间均指满足 T2 分离公理的拓扑空间, 第四章的

空间均指满足 Tychonoff 分离公理的拓扑空间.

本节定义文中常用的一些记号和术语.

1.1.1 一些记号

以 R 表示实直线, N, ω,Q,P, I 和 R+ 分别表示正整数集、自然数集、有理

数集、无理数集、单位闭区间和非负实数集. ω 也表示最小的无限序数. ω1 表

示最小的不可数序数.

对空间 X, τ(X) 表示 X 的拓扑, τ c(X) 表示 X 中闭集的全体. 对 X 的子

集 A 及 X 的子空间 Y 的子集 Z,

A 或 cl(A) 表示 A 在 X 中的闭包;

A◦ 或 int(A) 表示 A 在 X 中的内部;

∂A 表示 A 在 X 中的边界;

Ad 表示 A 在 X 中的聚点的集合;

clY (Z) 表示 Z 在 Y 中的闭包;

intY (Z) 表示 Z 在 Y 中的内部.

集合 S 的基数记为 |S|. 空间 X 的势定义为

ω(X) = ω + min{|B| : B 是空间 X 的基}.

空间 X 的稠密度定义为

d(X) = ω + min{|D| : D 是空间 X 的稠密子集}.

空间 X 的特征定义为

χ(X) = sup{χ(X, x) : x ∈ X},

其中 X 在点 x 的特征定义为

χ(X, x) = ω + sup{|Bx| : Bx 是空间 X 在点 x 的邻域基}.

1



第2页 第一章 预备知识

空间 X 的伪特征定义为

ψ(X) = sup{ψ(X, x) : x ∈ X},

其中 X 在点 x 的伪特征定义为

ψ(X, x) = ω + min{|G | : G 是空间 X的开集族且 ∩ G = {x}}.

空间 X 的胞腔度定义为

c(X) = ω + sup{|A | : A 是空间 X 的不相交的非空开集族}.

空间 X 的紧覆盖数定义为

k(X) = ω + min{|K | : K 是空间 X 的紧覆盖}.

设 X 是拓扑空间. X 的非空开子集的集合 U 称为点 x 的 π 基, 若对点 x

的每一邻域 O, 则存在 U ∈ U 使得 U ⊂ O. 点 x 的 π 特征 定义为

πχ(x,X) = min{|U | : U 是点 x 在 X 的 π 基}.

X 的 π 特征 定义为

πχ(X) = sup{πχ(x,X) : x ∈ X}.

1.1.2 空间上的映射

设 X,Y 是空间, f : X → Y 是连续映射.

f 称为开映射, 若对 X 中每一开集 U 有 f(U) 是 Y 中的开集.

f 称为闭映射, 若对 X 中每一闭集 F 有 f(F ) 是 Y 中的闭集.

f 称为商映射, 若对 Y 中每一子集 U 是 Y 中的开集当且仅当 f−1(U) 是

X 中的开集.

1.1.3 空间的运算

设 Φ 是一拓扑性质.

(1) Φ 称为可加的, 若 {Xα}α∈Λ 是一族具有性质 Φ 的空间族, 则拓扑和⊕
α∈ΛXα 具有性质 Φ.

(2) Φ称为可积的 (有限可积的,可数可积的),若 {Xα}α∈Λ 是一族具有性质

Φ 的空间族 (且 Λ 是有限集, Λ 是可数集), 则积空间
∏

α∈ΛXα 也具有性质 Φ.

(3) Φ 称为被映射类 L 保持 (逆保持), 若映射 f : X → Y , 其中 f ∈ L 且

空间 X (空间 Y ) 具有性质 Φ, 则空间 Y (空间 X) 也具有性质 Φ.
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§1.2 广义度量空间类

1.2.1 第一可数空间的推广

对空间 X, X 中非空有限集视为一确定的平凡收敛序列. X 中的序列 {xn}
称为非平凡的, 若各 xn 是互不相同的. {xn} 称为是终于子集 A ⊂ X 的, 如果

存在 m ∈ N 使得 {xn : n > m} ⊂ A.

空间 X 称为关于 P 具有弱拓扑, 如果对于 A ⊂ X, A 是 X 的闭子集当

且仅当对于每一 P ∈ P, P ∩ A 是 P 的闭子集. 若 X 称为关于 P 具有弱拓

扑, 我们也称 X 被 P 确定.

定义 1.2.1 [36] 空间X 称为是 k 空间, 若 X 关于 X 中的全体紧子集组成的

集族具有弱拓扑.

定义 1.2.2 [34] 空间 X 的子集 P 称为是点 x 的序列邻域, 若 X 中每一收敛

于 x 的序列 {xn} 都终于 P . X 的子集 U ⊂ X 称为是 X 的序列开集, 若 U

是其中每一个点的序列邻域. 序列开集的补集称为是序列闭集. X 称为是序列

空间, 若 X 中每一个序列开集是开的.

若 A 是空间 X 的子集, 则记 [A]Seq 为 A 的序列闭包, 即: A 中所有收敛

序列的极限点的集合. 显然, A ⊂ [A]seq. 在 α ∈ ω1 + 1 上用归纳法, 可定义 [A]α

如下: [A]0 = A, [A]α+1 = [[A]α]seq 和对极限序 α 有 [A]α = ∪{[A]β : β < α}. 易
证得 [A]ω1+1 = [A]ω1 , 则空间 X 是序列当且仅当对每一 A ⊂ X 有 A = [A]ω1 .

对序列空间 X, X 的序列序 so(X) 定义为

so(X) = min{α ∈ ω1 + 1 :对每一 A ⊂ X 有 A = [A]α}.

定义 1.2.3 [34] 空间X 称为是 Fréchet-Urysohn 空间, 如果对每一 A ⊂ X 以

及 x ∈ A, 存在 A 中序列收敛于 x.

定义 1.2.4 [77] X 称为强 Fréchet-Urysohn 空间, 若 {An} 是 X 的递减的集列

且 x ∈
∩

n∈NAn, 则存在 xn ∈ An, 使 {xn} 收敛于 x.

定义 1.2.5 设P 是空间 X 的一个覆盖. 集族 P 称为 X 的网 [1], 如果对 x ∈
U ∈ τ , 存在 P ∈ P, 使 x ∈ P ⊂ U .
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定义 1.2.6 设 P =
∪

x∈X Px 是空间 X 的覆盖且满足对每一 x ∈ X 有 (a) 若

U, V ∈ Px, 那么存在 W ∈ Px 使得 W ⊂ U ∩ V ; (b) Px 是 x 的网.

集族 P 称为 X 的弱基 [2], 如果对每一 G ⊂ X 和 x ∈ G 存在 P ∈ Px

使得 P ⊂ G, 那么 G 是 X 中的开集. X 称为弱第一可数的, 若对每一 x ∈ X

有 Px 是可数的.

定义 1.2.7 [10] 设 ζ 和 η 是 X 的非空子集族.

1. 集族 ζ 称为空间 X 的预滤, 若对 ζ 中的任意元素 P1 和 P2 存在 P ∈ ζ 使

得 P ⊂ P1 ∩ P2;

2. X 的预滤 ζ 称为收敛于点 x ∈ X, 若对点 x 的每一开邻域包含 ζ 中的一

个元素;

3. 点 x ∈ X 称为是 ζ 的聚点, 若 x 属于预滤 ζ 的每一个元素的闭包;

4. X 的预滤 ζ 和 η 称为同步的, 若对任意 P ∈ ζ 和 Q ∈ η 有 P ∩Q ̸= ∅;

5. 空间 X 称为是双序列 [10], 若对 X 的每一个聚于某点 x ∈ X 的预滤 ζ,

那么存在 X 中可数的且收敛于点 x 的预滤 ξ 使得 ζ 和 ξ 是同步的.

显然, 我们有下列关系 [32] (逆关系都不成立):

第一可数空间 -弱第一可数空间�
�

�
��

@
@

@
@R

强 Fréchet-Urysohn - Fréchet-Urysohn

?

双序列空间 �
�

�
��3

-序列空间 - k 空间

1.2.2 网的加强形式

定义 1.2.8 设P 是空间 X 的一个覆盖.

1. P 称为是 X 的一个 cs 网 [40], 如果对任意收敛序列 L 以及任意开集 U

满足 L ⊂ U , 存在 P ∈ P 使得 P ⊂ U 并且 L 终于P ;
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2. P 称为是 X 的一个 cs∗ 网 [52], 如果对任意收敛序列 L 以及任意开集 U

满足 L ⊂ U , 存在 L 的子列 L′ 以及 P ∈ P 使得 L′ ⊂ P ⊂ U ;

3. P 称为是 X 的一个 k 网 [65], 如果对 X 中的任意紧集 K 和开集 U 满足

K ⊂ U , K ⊂ ∪P ′ ⊂ U 对某个有限子族 P ′ ⊂ P 成立.

1.2.3 各种广义度量空间

定义 1.2.9 [64] X 称为是一个 ℵ 空间, 若 X 是正则的并且具有 σ 局部有限 k

网.

定义 1.2.10 [38] 完全正则空间 X 称为 p 空间, 若存在 βX 中的开集族的序列

{Un : n ∈ N} 满足

1. 每一 Un 覆盖 x;

2. 对每一 x ∈ X,
∩

n∈N st(x,Un) ⊂ X.

空间 X 具有点可数型的 [32], 若对每一点 x ∈ X, 存在 X 的紧子集 K 使

得 x ∈ K 且 K 在 X 中具有可数邻域基. X 具有可数型的 [32], 若对 X 的每一

紧子集 F , 存在 X 的紧子集 K 使得 F ⊂ K 且 K 在 X 中具有可数邻域基.

对空间 X, X 称为是具有点 Gδ 性质 [38],如果 X 中每一单点集都是 Gδ 集;

X 称为是具有 Gδ 对角线 [38], 如果对角线 ∆ = {(x, x) : x ∈ X} 是 X ×X 的

一个 Gδ 子集. X 称为是具有正则 Gδ 对角线,如果对角线 ∆ = {(x, x) : x ∈ X}
是 X × X 中 ∆ 的可数个开邻域闭包的交. 显然, 空间具有正则 Gδ 对角线有

Gδ 对角线. 此外, 文 [27] 中证明了空间 X 具有 Gδ 对角线当且仅当存在一个开

覆盖列 {Un} 使得{x} =
∩

n∈N st(x,Un). 由此可见, 如果空间 X 具有 Gδ 对角

线, 则 X 具有 点Gδ 性质. X 的子集 Y 称为 Gδ 稠, 若 X 的每一 Gδ 子集与 Y

相交.

空间 X 称为拟可展的 [23], 若存在 X 的开子集族序列 {Gn}n 使得, 对每

一点 x ∈ X, {st(x,Gn) : n ∈ N, st(x,Gn) ̸= ∅} 是点 x 的邻域基. 空间 X 具有

拟 Gδ 对角线 [44], 若存在 X 的开子集族序列 {Gn}n 使得, 对每一点 x ∈ X,

{st(x,Gn) : n ∈ N, st(x,Gn) ̸= ∅} 是点 x 的 p 网.

定义 1.2.11 设 κ 是无限基数.
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1. 空间 X 称为 Sκ, 若 X 是 κ 个收敛序列 (包含极限点) 把所有极限点等同

一点的商空间;

2. 空间 X 称为 S2 空间 (Arens’空间), 若 X = {∞}∪{xn : n ∈ N}∪{xn(m) :

m,n ∈ N} 且拓扑定义如下: 每一点 xn(m) 是孤立点; 点 xn 的基本邻

域形式为 {xn} ∪ {xn(m) : m > k,其中 k ∈ N}; ∞ 的基本邻域形式为

{∞} ∪ (
∪
{Vn : n > k, 其中 k ∈ N}), 其中 Vn 是点 xn 的邻域.

定义 1.2.12 设 X 是拓扑空间. 对 i = 1, 4, X 称为 αi 空间, 若对任意 n ∈ N,

序列 Sn 收敛点 x ∈ X, 则存在收敛于点 x 的序列 S 使得

(α1) 每一 Sn \ S 是有限的;

(α4) 存在无限个 n ∈ N 使得 Sn ∩ S ̸= ∅.

显然, α1 ⇒ α4.

§1.3 拓扑代数空间类

设 G 是拓扑空间, 又是一个群, 而且群的乘积运算与求逆按此拓扑是连续

的, 即从拓扑空间 G × G 到拓扑空间 G 上的映射 (x, y) 7→ x · y 及从 G 到 G

上的映射 x 7→ x−1 都是连续映射, 则称 G 为拓扑群; 若 G 的乘积运算按此拓

扑是连续的, 则又称 G 是仿拓扑群. 若 G 的乘积运算按此拓扑是分离连续的,

则又称 G 是半拓扑群.

设 G 是拓扑空间且 π1 : G × G → G 是到第一坐标的投射, 若存在满同胚

映射 φ : G × G → G × G 和元素 e ∈ G 使得 π1 ◦ φ = π1 且对每一 x ∈ G 有

φ(x, x) = (x, e), 则称 G 是 rectifiable 空间. 此外, 称 φ 是 G 的 rectification.

显然,拓扑群是 rectifiable空间和仿拓扑群. 事实上,对任意具有单位元 e的

拓扑群 G,显然 G是仿拓扑群且易知 φ(x, y) = (x, x−1y)是 G上的 rectification.

然而,存在仿拓扑群不是 rectifiable空间也不是拓扑群,如 Sorgenfrey直线 ([32,

例子 1.2.2]). 此外, 7 维球 S7 是 rectifiable 空间而不是拓扑群 [86, § 3]. 更进一

步地, 易知仿拓扑群和 rectifiable 空间是齐性空间.

定理 1.3.1 [28, 35, 85] 拓扑空间 G 是 rectifiable 空间当且仅当存在 e ∈ G 和

连续映射 p : G2 → G 与 q : G2 → G 使得对任意 x ∈ G, y ∈ G 下列成立:

p(x, q(x, y)) = q(x, p(x, y)) = y 且 q(x, x) = e.
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事实上, 可在定理 1.3.1 中设 p = π2 ◦ φ−1 和 q = π2 ◦ φ. 取定点 x ∈ G, 分

别定义 fx, gx : G→ G 为对任意 y ∈ G 有 fx(y) = p(x, y) 和 gx(y) = q(x, y), 那

么 fx, gx : G→ G 都是同胚映射. 我们分别记 fx 和 gx 为 p(x,G) 和 q(x,G).

设 G 是 rectifiable 空间且 p 是 G 上的乘法. 此外, 有时记 p(x, y) 为 x · y
和 p(A,B) 为 A · B, 其中 A,B ⊂ G. 因此, q(x, y) 是 G 中的元素且满足

x · q(x, y) = y; 因为 x · e = x · q(x, x) = x 且 x · q(x, e) = e, 所以 e 是 G 的右

单位元且 q(x, e) 是 x 的右逆元. 因此 rectifiable 空间 G 具有运算 p, q 的拓扑

代数系统. 易知该代数系统关于乘法运算 p 不要求满足结合律. 显然, 每一拓扑

loop 是 rectifiable 空间.

定义 1.3.2 [54] 设 X是拓扑群 G 的子空间. 设

1. 集 X 代数生成 G, 即: < X >= G;

2. 每一连续的映射 f : X → H 允许连续的同态延拓 f̂ : G → H, 其中 H 是

拓扑群.

那么 G 称为 X 上的 Markov 自由拓扑群, 且表示为 F (X).

定义 1.3.3 [68] 设 X是仿拓扑群 G 的子空间. 设

1. 集 X 代数生成 G, 即: < X >= G;

2. 每一连续的映射 f : X → H 允许连续的同态延拓 f̂ : G → H, 其中 H 是

仿拓扑群.

那么 G 称为 X 上的 Markov 自由仿拓扑群, 且表示为 FP (X).

此外, 如果上面定义中的所有的群是交换群, 那么我们可分别得到 X 上的

Markov 自由交换拓扑群 和 Markov 自由交换仿拓扑群, 且分别记为 A(X) 和

AP (X).

若在不混淆的情况下,在本文中字母 e分别表示群的单位元或是 rectifiable

空间的右单位元.
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第二章 仿拓扑群与 rectifiable 空间

近年来, 研究仿拓扑群与 rectifiable 空间是一般拓扑学的热点方向之一, 所

取得的结果层出不穷, 如: (1) G. Birkhoff 和 S. Kakutani 证明了每一个第一可

数的拓扑群是可度量化的 [21, 46]; (2) A. Bouziad 证明了每一个 Čech 完全的

半拓扑群是拓扑群 [17]; (3) A.S. Gul′ko 证明了每一个第一可数的 rectifiable 空

间是可度量化的 [35]; (4)正则的拓扑群是完全正则的; (5)刘川和林寿教授证明

了每一具有左不变对称度量的的仿拓扑群是拓扑群 [48]. 仿拓扑群与 rectifiable

空间作为拓扑群的推广有许多拓扑性质是拓扑群具有而它们所不具有的, 如第

一可数的仿拓扑群不一定可度量化; 而正则的仿拓扑群或 rectifiable 空间是不

是完全正则的至今仍然是一个公开问题,这些引起我们对仿拓扑群与 rectifiable

空间的兴趣.

本章讨论关于仿拓扑群与 rectifiable空间的基数不变量、广义度量性质、局

部紧性和 Moscow 性质, 分别肯定地回答了拓扑学家 A.V. Arhangel’shǐı 和 M.

Tkachenko [10, Open problem 5.1.9] 与 A.V. Arhangel’shǐı 和 M.M. Choban

[Topology Appl., 157(2010), 789-799] 的公开问题. 本章取材于作者与沈荣鑫博

士的合作文章“On rectifiable spaces and paratopological groups” 和与刘川教

授、导师林寿教授的合作文章“A note on rectifiable spaces”.

§2.1 仿拓扑群与 rectifiable 空间的基数不变量

本节我们主要讨论仿拓扑群与 rectifiable 空间的基数不变量问题. 首先, 我

们肯定地回答 [10] 中关于仿拓扑群的一个公开问题; 然后我们证明双序列或弱

第一可数的 rectifiable 空间是可度量化的. 最后我们证明了 rectifiable 空间是

α4 的序列空间当且仅当它是强 Fréchet-Urysohn.

设 B 是仿拓扑群 G 的子集. B 称为 G 的 ω-narrow 子集, 若对 e 的每一

邻域 U , 则存在 G 中可数子集 F 使得 B ⊂ FU ∩ UF .

问题 2.1.1 [10, 公开问题5.1.9] 设 A 和 B 都是仿拓扑群 G 的 ω-narrow 子集,

则 AB 也是 G 中 ω-narrow 子集?

定理 2.1.2 设 A 和 B 都是仿拓扑群 G 的 ω-narrow 子集, 则 AB 也是 G 中

ω-narrow 子集.

9
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证明 设 U 是 G 中单位元 e 的任一邻域. 因为 G 是仿拓扑群, 所以存在单位

元 e 在 G 中的开邻域 V 使得 V 2 ⊂ U . 又因为 B 是 ω-narrow, 所以存在 G 中

子集 C 使得 |C| ≤ ω 且 B ⊂ CV . 对任意 y ∈ C, 取 e 在 G 中邻域 Wy 使得

y−1Wyy ⊂ V . 由 A 是 ω-narrow, 则对于每一 y ∈ C, 存在 G 中子集 Ky 使得

|Ky| ≤ ω 且 A ⊂ KyWy. 设 K =
∪

y∈C Ky 且 M = KC. 显然,我们有 |M | ≤ ω.

现证明 AB ⊂ MU . 假设 a ∈ A 且 b ∈ B. 那么存在点 y ∈ C 使得 b ∈ yV . 因

此，存在点 x ∈ Ky 使得 a ∈ xWy. 从而我们有

ab ∈ xWyyV = xy(y−1Wyy)V ⊂ xyV V ⊂ xyU,

即, ab ∈ MU . 因此我们证明了 AB ⊂ MU . 类似地我们能证明存在 G 中的子

集 P 使得 |P | ≤ ω且 AB ⊂ UP . 置 D = M∪P . 显然,我们有 AB ⊂ DU∩UD
且 |D| ≤ ω. 因此 AB 是 G 中的 ω-narrow 子集.

众所周知, 双序列或弱第一可数的拓扑群的可度量化的, 如见[10]. 现在我

们将证明双序列或弱第一可数的 rectifiable 空间是可度量化的.

定理 2.1.3 每一双序列的 rectifiable 空间 G 是可度量.

证明 因为 G 是双序列, 所以由 [10, 引理 4.7.11] 知 G 中存在可数开预滤 γ

收敛于点 g ∈ G. 因为 G 是齐性的, 不失一般性, 不妨设 g = e. 则集族

{q(B,B) : B ∈ γ} 是 e 的一个局部基. 事实上, 对 e 的任一开邻域 U , 存在 e 的

开邻域 V 和 B ∈ γ 使得 q(V, V ) ⊂ U 且 B ⊂ V . 因此我们有

e ∈ q(B,B) ⊂ q(V, V ) ⊂ U,

所以空间 G 在点 e 有可数局部基. 又因为 G 是齐性的, 所以空间 G 是第一可

数的. 从而由 [35, 定理 3.2] 知 G 是度量化的.

设 X 是一个拓扑空间, 称 X 具有 AS 性质, 若对任意族 {am,n : (m,n) ∈
N × N} ⊂ X 使得对每一 m ∈ N 有 limn am,n = a ∈ X, 则存在严格递增序列

{il}l∈N ⊂ N和 {jl}l∈N ⊂ N满足 liml ail,jl
= a. 显然, 具有 AS 性质的空间是 α4

空间.

引理 2.1.4 Fréchet-Urysohn rectifiabe 空间 G 具有 AS 性质. 因此也具有 α4

性质.
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证明 不妨设 G是非离散空间. 对每一 m ∈ N,设 {am,n : (m,n) ∈ N×N} ⊂ X

使得 limn am,n = e. 因为 G 是 Fréchet-Urysohn 非离散空间, 所以存在序列

{sm}m ∈ N ⊂ G 使得 limm sm = e 且对任意 m ∈ N 有 sm ̸= e.

如果 q(sm, am,k+m) ̸= e,则置 zm,k = q(sm, am,k+m);如果 q(sm, am,k+m) = e,

则置 zm,k = sm. 设 M = {zm,k : (m, k) ∈ N × N}. 显然, 对任意的 m ∈ N, 因

为 sm ̸= e, 所以 e ̸∈ M . 但是我们有 e ∈ M . 事实上, 若 M ∩ {sm : m ∈ N} 是
无限的, 则易证得 e ∈ M . 因此, 可设 M ∩ {sm : m ∈ N} 是有限的. 那么存在

点 e 的开邻域 U 使得 U ∩M ∩ {sm : m ∈ N} = ∅. 设 V 是点 e 的开邻域使

得 V ⊂ U . 那么存在点 e 的开邻域 W 使得 q(W,W ) ⊂ V . 因为 limm sm = e,

所以存在 m ∈ N 使得 sm ∈ W . 又因为 limn am,n = e, 所以存在 k ∈ N 使得
am,k+m ∈ W . 因此, q(sm, am,k+m) = zm,k ∈ q(W,W ) ⊂ V ⊂ U .

因为 e ∈M 且 G 是 Fréchet-Urysohn, 所以 G 中存在序列 {(ml, kl)}l∈N 使

得 liml zml,kl
= e.

情况 1: 序列 {kl}l∈N 是有界.

不失一般性, 设存在 r ∈ N 使得对任意 l ∈ N 有kl = r. 因为 liml zml,kl
=

liml zml,r = e 且对每一 l ∈ N 有 zml,r ̸= e, 所以 liml ml = ∞. 不失一般性, 对

每一 l ∈ N, 设 ml < ml+1. 设 N1 = {l ∈ N : zml,r = sml
}.

子情况 1.1: 集合 N1 是无限的.

记 N1 为 {pi : i ∈ N}, 其中对每一 i ∈ N 有 pi < pi+1. 则对任意 l ∈ N，易
证得 q(smpl

, ampl
,r+mpl

) = e. 因为 liml smpl
= e, 所以

ampl
,r+mpl

= p(smpl
, q(smpl

, ampl
,r+mpl

)) = p(smpl
, e) = smpl

→ e 当 l → ∞.

因此，置 il = mpl
且对每一 l ∈ N 有 jl = r +mpl

. 那么可得两个严格递增的序

列 {il}l∈N 和 {jl}l∈N 使得 liml ail,jl
= e.

子情况 1.2: 集合 N1 是有限的.

设 N2 = {l ∈ N : zml,r ̸= sml
}, 那么 N2 是无限的. 我们记 N2 为 {qi : i ∈

N}, 其中对每一 i ∈ N 有 qi < qi+1. 从而对每一 l ∈ N 有

zmql
,kql

= q(smql
, amql

,r+mql
).

因为 liml zmql
,kql

= e 且 liml sql
= e, 所以

amql
,r+mql

= p(sql
, q(smql

, amql
,r+mql

)) = p(sql
, zmql

,kql
) → p(e, e) = e 当 l → ∞.
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因此, 对每一 l ∈ N 置 il = mql
和 jl = r +mql

. 那么可得两个严格递增的序列

{il}l∈N 和 {jl}l∈N 使得 liml ail,jl
= e.

情况 2: 序列 {kl}l∈N 是无界的.

不失一般性，设 {kl}l∈N 是一个严格递增的序列.

论断: liml ml = ∞.

否则, 设存在 t ∈ N 使得对每一 l ∈ N 有 ml = t. 因为 {kl}l∈N 是一个严格

递增的序列，所以 liml at,t+kl
= e. 又 liml zt,kl

= e，从而

at,t+kl
= aml,ml+kl

= p(sml
, zml+kl

) = p(st, zt,kl
) → p(st, e) = st 当 l → ∞.

此外, at,t+kl
→ e 当 l → ∞. 因此 st = e, 矛盾.

由论断知存在一个严格递增序列 {nl}l∈N ⊂ N 使得对每一 i ∈ N 有 mni
<

mni+1
. 因此置 il = nl 和每一 l ∈ N 有 jl = mnl

+ knl
. 那么得到严格递增序列

{il}l∈N 和 {jl}l∈N 满足 liml ail,jl
= e.

因为 α4 Fréchet-Urysohn空间是强 Fréchet-Urysohn,所以我们有下列定理.

定理 2.1.5 rectifiable 空间 G 是 Fréchet-Urysohn 当且仅当 G 是强 Fréchet-

Urysohn.

引理 2.1.6 设 G是 α4-rectifiable空间. 若 G是序列空间，那么 G是强 Fréchet-

Urysohn.

证明 由定理 2.1.5, 只需证明 G 是 Fréchet-Urysohn. 设 G 不是 Fréchet-

Urysohn, 则存在 G 的子集 A 使得
ˆ̂
A \ Â ̸= ∅, 其中 Â 是 A 中所有收敛序

列的极限点. 取 x ∈ ˆ̂
A \ Â. 不失一般性, 设 x = e.

因为 e ∈ ˆ̂
A, 所以存在序列 {xn}∞n=1 ⊂ Â 使得 {xn}∞n=1 收敛于点 e. 对每

一 n ∈ N, 存在序列 {xnj}∞j=1 ⊂ A 使得序列 {xnj}∞j=1 收敛于点 xn. 因为 G 是

rectifiable 空间, 所以序列 {q(xn, xnj)}∞j=1 收敛于 q(xn, xn) = e 当 j → ∞. 此

外, 因为 G 是 α4-rectifiable 空间, 存在递增序列 {nk}∞k=1 和序列 {j(nk)}∞k=1 使

得 {q(xnk
, xnkj(nk))}∞k=1 收敛于点 e. 那么

xnkj(nk) = p(xnk
, q(xnk

, xnkj(nk))) → p(e, e) = e 当 k → ∞.

此外, 我们有 e ̸∈ Â, 矛盾.

由引理 2.1.4, 2.1.6 和定理 2.1.5, 我们有如下定理.
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定理 2.1.7 设 G 是序列 rectifiable 空间. 则下列条件等价:

1. 空间 G 是 α4 空间;

2. 空间 G 是 AS 空间;

3. 空间 G 是 Fréchet-Urysohn;

4. 空间 G 是强 Fréchet-Urysohn.

定理 2.1.8 若 G 是弱第一可数 rectifiable 空间, 则 G 是第一可数的, 因此 G

是可度量化的.

证明 因为弱第一可数是序列 α4 空间, 由定理 2.1.7, G 是 Fréchet-Urysohn 空

间, 又因为 Fréchet-Urysohn且弱第一可数空间是第一可数的 [78], 所以 G是第

一可数的, 从而 G 是可度量化的.

定理 2.1.9 设 G 是 Fréchet-Urysohn rectifiable 空间, M 是第一可数空间, 则

积空间 G×M 是 Fréchet-Urysohn.

证明 取 G ×M 的任意子集 A 和任意点 (x, y) ∈ A. 取 M 在点 y 的递减可

数局部基 {Un : n ∈ N}. 置 Bn = π1((G × Un) ∩ A). 显然, 对任意 n ∈ N 我
们有 x ∈ Bn. 因为 Un+1 ⊂ Un, 所以 Bn+1 ⊂ Bn. 从而由定理 2.1.7, 存在序

列 {bn : n ∈ N} ⊂ G 收敛于点 x 且与无限个 Bn 相交. 对任意 k ∈ N, 存在

bk ∈ Bnk
且 ck ∈ Unk

使得 (bk, ck) ∈ A且 nk > k. 那么显然有 {(bk, ck) : k ∈ N}
收敛于点 (x, y).

引理 2.1.10 设 P 是被积空间和连续映射保持. 对 rectifiable 空间 G, 则下列

条件等价:

(i) G 中具有拓扑性质 P 的每一子集具有可数伪特征;

(ii) G 中具有拓扑性质 P 的每一子集具有正则 Gδ 对角线.

证明 (ii) → (i) 显然.

(i) → (ii). 设 A 是 G 中具有性质 P子集. 因为 q : G × G → G 是连续且

性质 P 被乘积和连续映射保持, 所以 q(A × A) = B 是 G 中具有性质 P 的子
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集. 因为 q(x, x) = e, 所以 e ∈ B. 因此, e 是 B 中的 Gδ 集, 设 {Un : n ∈ N}
是可数开子集族使得 e ∈ Un 且 Un+1 ⊂ Un. 那么 ∆ = {(x, x) : x ∈ A} =∩

n∈N q
−1(Un) =

∩
n∈N q

−1(Un). 事实上, 设 (x, y) ∈
∩

n∈N q
−1(Un). 对每一 n ∈

N, 有 (x, y) ∈ q−1(Un), 从而 q(x, y) ∈ Un, 那么 π2(φ(x, y)) ∈ Un, π2(x, y
′) ∈ Un,

其中 φ(x, y) = (x, y′) 且任意 n ∈ N 有 y′ ∈ Un. 因此, y′ = e. 因为 φ(x, x) = e,

φ(x, y) = e 且 φ 是一到一映射, 所以 x = y. 那么 ∆ =
∩

n∈N q
−1(Un). 因为

q−1(Un+1) ⊂ q−1(Un+1) ⊂ q−1(Un), 所以 A 具有正则 Gδ 对角线.

因为具有 Gδ 对角线的可数紧 (紧) 空间是可度量化, 所以由引理 2.1.10 我

们有下列定理.

定理 2.1.11 对 rectifiable 空间 G, 则下列等价:

(i) 每一紧 (可数紧) 子集是第一可数;

(ii) 每一紧 (可数紧) 子集是可度量化.

推论 2.1.12 设 rectifiable 空间 G 具有可数伪特征, 则 G 具有正则 Gδ 对角线.

§2.2 rectifiable 空间的广义度量性质

本节主要讨论 rectifiable 空间上的广义度量性质. 首先, 我们证明了 recti-

fiable 空间包含一个 (闭) 拷贝 Sω 当且仅当它有一个 (闭) 拷贝 S2; 然后证明

rectifiable 空间若具有 σ 点离散 k 网, 则它不包含 Sω1 的闭拷贝. 这些结果推

广了拓扑群中的相应结论.

定理 2.2.1 设 G 是 rectifiable 空间, 则 G 包含一个 (闭) 拷贝 Sω 当且仅当 G

有一个 (闭) 拷贝 S2.

证明 充分性. 因为 G是齐性,不失一般性,设 A = {e}∪{xn : n ∈ N}∪{xn(m) :

m,n ∈ N} 是 S2 的一个拷贝, 其中 xn → e 当 n → ∞ 且对任意 n ∈ N 有
xn(m) → xn 当 m → ∞. 对任意 m,n ∈ N, 置 yn(m) = q(xn, xn(m)). 那么,

对任意 n ∈ N, 有 yn(m) = q(xn, xn(m)) → q(xn, xn) = e 当 m → ∞. 对每一

n ∈ N, 设 An = {yn(m) : m ∈ N}.

论断 1: 对每一 m ∈ N, 集合 F = {n : Am ∩ An 是无限的} 是有限的.
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事实上, 否则, 存在 m ∈ N 使得 F = {n : Am ∩ An 是无限的} 是无限
的. 对 ni < ni+1, 取不同 q(xni

, xni
(mi)) ∈ Am ∩ Ani

. 对任意 i ∈ N, 因为

q(xni
, xni

(mi)) ∈ Am, 所以当 i → ∞ 有 q(xni
, xni

(mi)) → e. 因为当 i → ∞ 有
xni

(mi) = p(xni
, q(xni

, xni
(mi))) → q(e, e) = e, 所以当 i → ∞ 有 xni

(mi) → e,

矛盾.

由论断 1, 不失一般性, 对不同的 i, j ∈ N, 设 Ai ∩ Aj = ∅. 置 B =

{e} ∪ {yn(m) : n,m ∈ N}.

论断 2: G 的子空间 B 是 Sω 的一个闭拷贝.

首先,集 B 是 G中的闭集. 事实上,否则,则存在点 x ∈ G\B 使得 x ∈ B.

显然, 有 x ̸= e, 又因为 p(e, e) = e 和 P (e,G) 是一个同胚, 所以 p(e, x) ̸= e.

因为 A 是闭的, 所以存在 e 的开邻域 V 使得 |p(V, x · V ) ∩ A| ≤ 1 或对某

k ∈ N 有 p(V, x · V ) ∩ A ⊂ {xk} ∪ {xk(m) : m ∈ N}. 设 U 是 e 的开邻域

使得 U · (x · U) ⊂ V · (x · V ) 和 e ̸∈ x · U . 那么 x · U 包含一个无限的子集
{yni

(mi) : i ∈ N} ⊂ B, 其中对不同的 i, j ∈ N 有 ni ̸= nj. 因为 xn → e 当

n→ ∞, 所以设 {xn : i ∈ N} ⊂ U . 因此, 对每一 i ∈ N, 所以

xni
(mi) = p(xni

, q(xni
, xni

(mi))) ⊂ p(U, x · U) ⊂ p(V, x · V ),

这蕴含 {xni
(mi) : i ∈ N} ⊂ p(V, x · V ), 矛盾.

设 f : N → N, 那么 C = ∪{yn(m) : m ≤ f(n), n ∈ N} 没有任何聚点. 事实

上, 否则存在点 x ∈ C \ {x}. 设 V1 是 e 的开邻域使得 |p(V1, x · V1) ∩ {xn(m) :

m ≤ f(n), n ∈ N}| ≤ 1, 设 U1 是 e 的开邻域使得 U1 · (x · U1) ⊂ V1 · (x · V1), 那

么 x · U1 包含 C 中的无限子集 {yki
(li) : i ∈ N}. 因为 xn → e 当 n → ∞, 所以

设 {xki
: i ∈ N} ⊂ U1. 因此, 对每一 i ∈ N, 有

xki
(li) = p(xki

, q(xki
, xki

(li))) ⊂ p(U1, x · U1) ⊂ p(V1, x · V1),

这蕴含 {xki
(li) : i ∈ N} ⊂ p(V1, x · V1), 矛盾.

必要性. 设 A = {e} ∪ {yn(m) : m,n ∈ N} 是 Sω 的一个闭拷贝, 其中对每

一 n ∈ N, yn(m) → e 当 m → ∞. 显然存在非平凡序列 {xn} 收敛于点 e 当

n → ∞, 其中对每一 n ∈ N 有 xn ̸= e. 对每一 n ∈ N, 设 Un 是 xn 的开邻域使

得对不同 i, j ∈ N有 Ui∩Uj = ∅. 对每一 n,m ∈ N,则 xn(m) = xn ·yn(m). 对每

一 n ∈ N, 有 xn(m) → xn 当 m → ∞. 不失一般性, 设 {xn(m) : m ∈ N} ⊂ Un.

置 B = {e} ∪ {xn : n ∈ N} ∪ {xn(m) : n,m ∈ N}.
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论断 3: B 是 G 中一个闭拷贝 S2.

首先, 证 B 是 G 中的闭集. 若不然, 存在点 x ∈ G \ B 使得 x ∈ B. 易

知 q(e, x) ̸= e. 因为 A 是闭的, 所以存在点 e 的开邻域 V 使得 q(V, x · V ) ∩
(A \ {q(e, x)}) = ∅. 设 U 是 e 的开邻域使得 q(U, x · U) ⊂ q(V, x · V ) 和

x · U ∩ {xn : n ∈ N} = ∅. 显然, 对每一 n ∈ N, 集 x · U ∩ {xn(m) : m ∈ N} 是
有限的. 此外, x ·U 包含 {xn(m) : n,m ∈ N} 中的无限个元素, 记 U ∩ {xn(m) :

n,m ∈ N} = {xni
(mi) : i ∈ N}. 因为 xn → e 当 n → ∞, 不失一般性设

{xn : n ∈ N} ⊂ U . 因此, 对每一 i ∈ N , 有

yni
(mi) = q(xni

, p(xni
, yni

(mi))) ⊂ q(U, x · U) ⊂ q(V, x · V ),

这蕴含着 q(V, x · V ) 包含无限个 yn(m), 矛盾.

若 f : N → N, 类似论断 2 的证明, 那么∪
{xn(m) :存在 k ∈ N 使得 m ≤ f(n), n ≥ k}

是 G 中的闭集. 因此, B 是 S2 的闭拷贝.

推论 2.2.2 设 G 是序列 rectifiable 空间. 若 G 具有点可数 wcs∗ 网, 则 G 是

可度量化当且仅当 G 不包含闭拷贝 S2.

证明 显然, 只需证明充分性. 若 G 不包含闭拷贝 S2, 则由定理 2.2.1 知 G 不

包含闭拷贝 Sω, 因此由 [51, 推论 2.1.11] 知 G 是第一可数的. 因此 G 是可度量

化 [35].

设 B = {Bα : α ∈ H}是空间 X 的子集族. 集族 B 称为点离散的, 若对每

一 α ∈ H 取任意 xα ∈ Bα, 则 {xα : α ∈ H} 是 X 的闭离散子集. 集族 B 称为

遗传闭包保持 (abbrev. HCP), 若对每一 P ∈ B 取任意的子集 S(P ) ⊂ P , 则

{S(P ) : P ∈ B} 是闭包保持的.

定理 2.2.3 设 G 是 rectifiable 空间. 若 G 具有 σ 点离散 k 网, 则 G 不包含

Sω1 的闭拷贝.

证明 设 G 包含闭拷贝 Sω1 = {e} ∪ {xn(α) : α < ω1, n ∈ N}, 其中对每一
α < ω1, xn(α) → e 当 n → ∞. 显然, 存在非平凡序列 {xn} 使得 xn 收敛点

e. 由 G 的正则性, 取 G 的开子集 Un 使得 xn ∈ Un, Ui ∩ Uj = ∅(i ̸= j) 且
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Un ∩ {xi : i ∈ N} = {xn}. 对每一 m ∈ N 和 α < ω1, 易证得 xm · xn(α) → xm

当 n → ∞ 且 {xm · xn(α) : n ∈ N} 终留于 Um. 不失一般性, 设 {xm · xn(α) :

n ∈ N} ⊂ Um.

论断 4: 对 n(α),m(α) ∈ N, G 的子空间 B = {xn(α) · xm(α)(α) : α < ω1} 是
离散的.

情况 1: 集 {n(α) : α < ω1} 是有限的.

记 {n(α) : α < ω1} 为 {l1, · · · , lk}. 因为对每一 g : ω1 → N 有 {xg(α)(α) :

α < ω1}是离散的且对每一 x ∈ G,映射 p(x,G)是同胚的,所以对每一 1 ≤ i ≤ k

有 {xli · xg(α)(α) : α < ω1} 是离散的. 因此, B 是离散的.

情况 2: 集 {n(α) : α < ω1} 是无限的.

设 B 是非离散的且 x 是 B 的聚点. 对每一 g : ω1 → N, 存在 e 的开邻域

V 使得

|q(V, (x · V )) ∩ {xg(α)(α) : α < ω1}| ≤ 1.

设 U 是 e的开邻域且满足 q(U, (x ·U)) ⊂ q(V, (x ·V )). 显然, 对无限个 n(α)集

C = x · U ∩ {xn(α) · xm(α)(α) : α < ω1} ̸= ∅, 记这无限个下标为 {ni : i ∈ N}. 因
为 xn → e 当 n → ∞, 不失一般性, 设 {xn : n ∈ N} ⊂ U . 显然, 对每一 i ∈ N,

有

xm(α)(α) = q(xni(α), p(xni(α), xm(α)(α))) ⊂ q(U, x · U) ⊂ q(V, x · V ).

则 |q(V, x · V ) ∩ {xg(α)(α) : α < ω1}| ≥ ω, 矛盾.

对 α < ω1, 设 Cα = {e}∪ {xn : n ∈ N}∪ {xn · xi(α) : n ∈ N, i ≥ fn(α)}. 显
然有 xn · xjn(α) → e 当 n → ∞, 其中 jn > fn(α). 因为 Cα 中的每个无限子集

都有聚点, 所以 Cα 是可数紧. 因为具有 σ 点离散网的可数紧空间具有可数网,

所以 Cα 是紧的.

设P =
∪

n∈N Pn 是 G中由闭子集组成的 σ 点离散 k 网. 那么存在有限子

族P ′ ⊂ P 使得 C0 ⊂ ∪P ′. 取 P0 ∈ P ′ 使得 P0 包含点 a0 = xn(0) ·xm(0)(0)和

无限个 xn. 设对每一 α < β,存在 Pα ∈ P 使得 Pα 包含点 aα = xn(α) ·xm(α)(α)

和无限个 xn. 那么 Cβ ⊂ G \ {aα : α < β}, 由论断 4 知它是 G 中的开集. 因此,

存在有限子族 P ′′ ⊂ P 使得 Cβ ⊂ ∪P ′′ ⊂ G \ {aα : α < β}. 取 Pβ ∈ P 使得

Pβ 包含点 aβ = xn(β) · xm(β)(β) 和无限个 xn. 由归纳, 可取 {Pα : α < ω1} ⊂ P

使得 Pα ̸= Pβ 当任意 α ̸= β 且每一 Pα 包含无限个 xn. 因此存在 n ∈ N 和不
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可数个 Pα ∈ Pn. 因为 Pn 是点离散的, 所以 {xn : n ∈ N} 中存在子序列 L 使

得 L 是离散, 矛盾.

在文 [45], H.J. Junnila 和恽自求证明空间 X 是 ℵ 空间当且仅当 X 具有

σ-HCP k 网且不包含闭拷贝 Sω1 . 因此由定理 2.2.3 我们有下列推论.

推论 2.2.4 rectifiable 空间 G 是 ℵ 空间当且仅当 G 有 σ-HCP 的 k 网.

§2.3 局部紧 rectifiable 空间

7维球 S7是局部紧的 rectifiable空间而不是拓扑群,从而引起我们对局部紧

rectifiable空间的讨论.在本节中,首先证明了若 G是局部紧和可分的 rectifiable

空间,则 G是 σ 紧的,从而回答了 A.V. Arhangel’skǐı和 M.M. Choban的问题;

此外, 还证明了在 ♭ = ω1 的假设下, 具有 α1 性质的紧 rectifiable 空间是可度量

化的当且仅当具有 α4 性质的局部紧 rectifiable 空间是可度量化的.

在 [13] 中, A.V. Arhangel’skǐı 和 M.M. Choban 提出了如下问题:

问题 2.3.1 [13,问题5.10]具有可数 Souslin的 rectifiable p空间 G是 Lindelöf?

若又假设 G 是可分或可分且局部紧的, 则 G 是 Lindelöf?

在可分且局部紧的情况下, 我们给出问题 2.3.1 一个肯定回答.

引理 2.3.2 设 G 是 rectifiable 空间. 若 Y 是 G 的稠子集且 U 是 e 在 G 中的

开邻域, 则 G = Y · U .

证明 取定任意点 z ∈ G. 因为 q(z, z) = e ∈ U , 所以存在 e 的开邻域 V 使得

q(z · V, z) ⊂ U . 置 W = z · V . 则 W 是 G 中点 z 的开邻域. 因为 Y 是 G 的稠

子集, 所以有 W ∩ Y ̸= ∅. 取点 y ∈ W ∩ Y = z · V ∩ Y . 则存在点 v ∈ V 使得

y = z · v, 那么

z = p(z ·v, q(z ·v, z)) = p(y, q(z ·v, z)) ∈ p(y, q(z ·V, z)) ⊂ p(y, U) = y ·U ⊂ Y ·U.

由点 z 选取的任意性, 则 G = Y · U .

由引理 2.3.2, 我们有下列的结果, 这给问题 2.3.1一个肯定回答.
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定理 2.3.3 若 G 是局部 σ 紧和可分的 rectifiable 空间, 则 G 是 σ 紧的 (因此

是 Lindelöf).

推论 2.3.4 若 G 是局部紧和可分的 rectifiable 空间, 则 G 是 σ 紧的(因此是

Lindelöf).

推论 2.3.5 若 G 是局部 Lindelöf 和可分的 rectifiable 空间, 则 G 是 Lindelöf.

设 A 是 rectifiable 空间 G 的子集. 则 A 称为 G 的 rectifiable 子空间 若

p(A,A) ⊂ A 且 q(A,A) ⊂ A.

命题 2.3.6 设 G 是 rectifiable 空间. 若 H 是 G 的 rectifiable 子空间, 则 H 也

是 G 的 rectifiable 子空间.

证明 取任意两点 x, y ∈ H. 则 p(x, y) ∈ H 且 q(x, y) ∈ H.

事实上, 因为 x, y ∈ H, 所以存在 H 中两个网 {xα}, {yβ} 使得 xα →
x, yβ → y. 又因为 p 是连续, 所以 p(x, y) 是 {p(xα, yβ} ⊂ H 的聚点. 从而

p(x, y) ∈ H. 类似, 我们可证 q(x, y) ∈ H.

引理 2.3.7 设 G 是 rectifiable 空间. 若 V 是 G 的开 rectifiable 子空间, 则 V

是 G 中的闭集.

证明 设 V 是 G的非闭子集,则 V \V ̸= ∅.取点 x ∈ V \V . 因为 q(x, x) = e ∈ V

和 q 的连续性, 所以存在 e 的开邻域 W 使得 q(x ·W,x) ⊂ V . 置 U = x ·W ,

那么 U 是 x 的一个开邻域, 因为 x ∈ V , 所以 U ∩ V ̸= ∅. 从而存在点 a ∈ W

和 b ∈ V 使得 x · a = b, 则

x = p(x · a, q(x · a, x)) = p(b, q(x · a, x)) ⊂ p(V, V ) = V,

其中因为 V 是 G 的 rectifiable 子空间, 所以 p(V, V ) = V . 然而, 点 x ̸∈ V , 矛

盾.

定理 2.3.8 若 H 是 rectifiable 空间 G 中的局部紧 rectifiable 子空间, 则 H 是

G 中的闭集.
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证明 设 K = H. 那么由命题 2.3.6 知 K 是 G 的 rectifiable 子空间. 因为 H

是 K 局部紧的稠子空间, 所以由 [32, 定理 3.3.9] 知 H 在 K 中开的. 由引理

2.3.7, H 是闭的, 从而 K = H.

引理 2.3.9 设 F 是空间 X 的紧子集且在 X 中具有可数基 {Un} 使得 Un+1 ⊂
Un, 又设 H = ∩nVn (Vn+1 ⊂ Vn 且每一 Vn 是 F 中的开集) 是 F 的 Gδ 子集.

对任意 n ∈ N, 设 Wn 是 X 的开子集使得 Vn = Wn∩F , Wn ⊂ Un, Wn+1 ⊂ Wn,

那么 {Wn} 是 H 在 X 中的可数邻域基.

证明 显然，H = ∩nWn = ∩nWn. 设 {Wn} 不是 H 的可数邻域基, 则存在 X

的开子集 U 使得 H ⊂ U 且 Wn \ U ̸= ∅. 由归纳法, 取点 xn ∈ Wn \ U 使得如
果 i ̸= j, 那么xi ̸= xj. 对任意 n ∈ N, 因为 xn ∈ Un, 所以 {xn} 具有聚点 x. 事

实上, 若 {xn} ∩ F 是无限的, 则因为 F 是紧的, 所以 {xn} 在 F 中有聚点; 若

{xn} ∩ F 是有限的, 不失一般性, 不妨设 {xn} ∩ F = ∅. 因为 F ⊂ X \ {xn} 是
X 中的开集, 所以存在点 n0 ∈ N 使得对任意 n > n0 有 F ⊂ Un ⊂ X \ {xn}.
这与 xn ∈ Un 矛盾. 因此, 对每一 n 有 x ∈ Wn, 从而 x ∈ H ⊂ U , 那么 U 包含

无限个 xn, 矛盾.

引理 2.3.10 设 G 是 rectifiable 空间且 F 是 G 中包含点 e 的紧子集且在 G

具有可数基 {Un : n ∈ N}. 设 ζ = {Vn : n ∈ N} 是点 e 在 G 的开邻域使

得 Vn+1 · Vn+1 ⊂ Vn ∩ Un 且 q(Vn+1, Vn+1) ⊂ Vn, 则 H =
∩

n∈N Vn 是 G 的紧

rectifiable 子空间, H ⊂ F 且 ζ 是 H 在 G 中邻域基.

证明 显然, 对任意 n ∈ N, 有 Vn+1 ⊂ Vn, 那么 H 是 G 的紧 rectifiable 子空间.

事实上, 易证 H =
∩

n∈N Vn =
∩

n∈N Vn, 因此 H 是 G 中的闭集. 对任意

x, y ∈ H,则对每一 n ∈ N有 x, y ∈ Vn. 那么对每一 n ∈ N,因为 Vn+1·Vn+1 ⊂ Vn,

所以 x · y ∈ Vn. 因此, x · y ∈ H. 因为 q(Vn+1, Vn+1) ⊂ Vn, 所以 q(x, y) ∈ H. 从

而 H 是一个闭的 rectifiable 子空间. 显然, H ⊂
∩

n∈N Un = F . 因此 H 是紧的.

由引理 2.3.9, 则 ζ 是 H 在 G 中邻域基.

命题 2.3.11 设 G 具有点可数型的 rectifiable 空间. 若 O 是点 e 的开邻域, 则

G 中存在紧且具有可数特征的 rectifiable 子空间 H 使得 H ⊂ O.
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证明 因为 G 是点可数型的, 所以 G 中存在具有可数邻域基的紧子集 F . 由于

G 是齐性, 不妨设 e ∈ F . 设 {Un : n ∈ N} 是 F 在 G 中的可数邻域基. 由归纳,

可定义点 e 在 G 中开邻域序列 {Vn : n ∈ N} 满足下列条件:

(1) V1 ⊂ O;

(2) 对每一 n ∈ N, Vn+1 · Vn+1 ⊂ Vn ∩ Un;

(3) 对每一 n ∈ N, q(Vn+1, Vn+1) ⊂ Vn.

置 H =
∩

n∈N Vn. 由 (1), 知 H ⊂ O. 由引理 2.3.10, H 是 G 中的紧

rectifiable 子空间且 {Vn : n ∈ N} 是 H 在 G 中的邻域基.

因为局部紧空间是点可数型, 所以有下列推论.

推论 2.3.12 设 G 是局部紧的 rectifiable 空间. 如果 O 是点 e 的开邻域, 那么

G 中存在具有可数特征的紧 rectifiable 子空间 H 使得 H ⊂ O.

设 ωω 表示从 N 到 N 的所有函数的集合. 对 f, g ∈ ωω, 若除有限个 n ∈ N
外有 f(n) < g(n), 则记为 f <∗ g. 集族 F 称为有界的 若存在 g ∈ ωω 使得对

所有的 f ∈ F 有 f <∗ g; 否则称为无界的. 记 ♭ 为 ωω 中无界族的最小基数.

易知 ω < ♭ ≤ c, 其中 c 表示连续基数.

引理 2.3.13 [60] 对 i ∈ {1, 4}, Dκ 是 αi 空间当且仅当 κ < ♭, 其中 D 离散空

间 {0, 1}.

定理 2.3.14 下列条件等价:

1. 具有 α1 性质的紧 rectifiable 空间是可度量化的;

2. 具有 α4 性质的局部紧 rectifiable 空间是可度量化的;

3. ♭ = ω1.

证明 (2) ⇒ (1). 它是显然的.

(1) ⇒ (3). 因为 Dω1 是紧的非度量化群, 所以由 (1) 知它不是 α1 空间. 由

引理 2.3.13 知 ♭ ≤ ω1. 又 ♭ > ω, 从而 ♭ = ω1.

(3) ⇒ (2). 设 ♭ = ω1 且 G 是具有 α4 性质的局部紧的 rectifiable 空间. 下

面证 G是可度量化的. 由命题 2.3.11, G中存在具有可数特征的紧的 rectifiable
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子空间 F , 则 F 是可度量化的. 否则, 由 V.V. Uspenskij 在 [85, 86] 中证知紧

rectifiable 是 dyadic, 因此 F 包含一个子空间同胚于 Dω1 . 因为 α4 性质是遗传

的, 所以 Dω1 是 α4 空间. 那么, 由引理 2.3.13 知 ω1 < ♭, 矛盾. 因此, F 是可度

量化的.

设 {Un : n ∈ N} 是 F 在 G 中的可数邻域基, 其中对每一 n ∈ N, 有

Un+1 ⊂ Un. 设 {Vn : n ∈ N} 为点 e 在 F 中可数邻域基, 其中对每一 n ∈ N 有
clFVn+1 ⊂ Vn. 对每一 n ∈ N,存在 G中开子集Wn 使得 Vn = Wn∩F , Wn ⊂ Un

且 Wn+1 ⊂ Wn. 置 γ = {Wn : n ∈ N}. 由引理 2.3.9, γ 是点 e 在 G 中的邻域

基. 那么 G 是第一可数的, 因此它是可度量化的.

推论 2.3.15 [60] 下列条件是等价的:

1. 具有 α1 性质的紧的拓扑群是可度量化的;

2. 具有 α4 性质的局部紧的拓扑群是可度量化的;

3. ♭ = ω1.

问题 2.3.16 设 G 是局部紧的 α4-rectifiable 空间. 则在 ZFC 中 G 具有 α1 性

质?

下面我们给问题 2.3.16 一个部分回答.

引理 2.3.17 [35, 定理3.3] 若 G 是 rectifiable 空间, 则 ω(G) ≤ k(G)χ(G) 且

χ(G) = πχ(G)

由引理 2.3.17, 我们有下列命题.

命题 2.3.18 若 G 是无限紧的 rectifiable 空间, 则 πχ(G) ≥ ω(G).

引理 2.3.19 [75, 定理 1] 存在从无限紧空间 X 到 Iκ 的连续满映射当且仅当

存在 X 中的闭子集 F 使得对每一 x ∈ F 有 πχ(x, F ) ≥ κ.

由命题 2.3.18 和引理 2.3.19, 有下列定理.

定理 2.3.20 存在从无限紧的 rectifiable 空间 G 到 Iω(G) 的连续满映射.
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空间 X 称为 nondegenerate, 若对任意 X = ∪{Fn : n ∈ N}, 其中每一 Fn

是 X 中的闭集, 那么存在 n ∈ N 使得 ω(Fn) = ω(X).

引理 2.3.21 每一无限紧的 rectifiable 空间 G 是 nondegenerate.

证明 设 G = ∪{Fn : n ∈ N}, 其中每一 Fn 是 G 中的闭集. 因为 G 是局部紧

的, 所以 G 具有 Baire 性质, 因此存在某 Fn 有非空内部, 那么设 W ̸= ∅ 满足
W ⊂ Fn. 由命题 2.3.18 和 W 是开集, 所以

ω(G) ≤ πχ(G) ≤ πχ(W ) ≤ ω(W ) ≤ ω(Fn) ≤ ω(G).

因此, ω(G) = ω(Fn).

由 Hagler [42], Gerlits [39] 和 Efimov [30], 有如下的结果:

定理 2.3.22 [30, 39, 42] 无限的 nondegenerate 和 dyadic 紧空间 X 包含一个

拷贝 Dω(X).

定理 2.3.23 每一个无限紧的 rectifiable 空间包含一个拷贝 Dω(G).

证明 设 G 是无限紧的 rectifiable 空间. 由 V.V. Uspenskij 在 [85, 86] 中的结

果, 则每一个紧的 rectifiable 空间是 dyadic 紧的. 由引理 2.3.21 和定理 2.3.22,

G 包含一个拷贝 Dω(G).

推论 2.3.24 设 G 是非离散的 σ 紧的、局部紧的 rectifiable 空间. 则下列条件

等价:

1. 存在 G 中的紧的 rectifiable 子空间 H 使得 ω(H) = ω(G);

2. 空间 G 包含一个拷贝 Dω(G).

证明 (1) ⇒ (2). 因为 H 是紧的 rectifiable 空间, 所以由定理 2.3.23 知 H 包含

一个拷贝 Dω(H). 又 ω(H) = ω(G), 那么 G 包含一个拷贝 Dω(G).

(2) ⇒ (1). 显然, Dω(G) 是 G 的紧 rectifiable 子空间. 设 H = Dω(G). 因为

ω(Dω(G)) = ω(G), 所以 ω(H) = ω(G).

定理 2.3.25 每一紧的 α4 rectifiable 空间是 α1.
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证明 设 G 是紧的 α4-rectifiable 空间. 若 G 是有限集, 那么显然 G 是 α1. 不

失一般性, 不妨设 G 是无限集. 由定理 2.3.23, G 包含一个拷贝 Dω(G). 因为 α4

性质是遗传的, 所以 Dω(G) 是 α4 空间. 由引理 2.3.13, ω(G) < ♭. 因为一个空间

的特征若小于 ♭ 是一个 α1 空间[59], 所以 G 是 α1.

问题 2.3.26 若 G 是非离散的 σ 紧、局部紧的 rectifiable 空间, 则 G 包含一个

拷贝 Dω(G) 吗?

问题 2.3.27 若 G 是非离散的 σ 紧、局部紧的 rectifiable 空间, 则存在从 G 到

Iω(G) 的连续满映射?

注记 若问题 2.3.26 是肯定的, 则由下列命题知问题 2.3.27 也是肯定的.

命题 2.3.28 [76] 设 τ 是无限基数, 若正规空间 X 包含一个拷贝 Dτ , 则存在

从 X 到 Iω(G) 的连续满映射.

§2.4 rectifiable 空间的可度量性

在 [48] 中, 刘川与林寿证明了具有点可数 k 网的序列拓扑群是仿紧空间,

自然我们有下列的问题:

问题 2.4.1 是否每一个具有点可数 k 网的序列 rectifiable 空间是仿紧的?

在本小节中我们将给问题 2.4.1 的一个部分回答, 证明了当 G 具有点可数

k 网的序列 rectifiable 空间. 若 so(G) < ω1, 则 G 是可度量化. 此外, 我们讨论

rectifiable 的可度量性, 推广了定理 2.1.3.

设 X 是一个拓扑空间且 x ∈ X. 空间 X 具有性质 P (x, U) [71] 若 U ⊂ X,

{xi : i ∈ N} ⊂ U , xi → x当 i→ ∞且当 i ̸= j 有 xi ̸= xj,则存在 Γ = {x(n, k) :

n, k ∈ N} ⊂ U 使得当 k → ∞ 有 x(n, k) → xn 且 t : N2 → Γ 是一双射, 其中

t(n, k) = x(n, k) 且 Γ ∪ {xi : i ∈ N} ∪ {x} 是 X 中同胚于 S2 的闭子集.

引理 2.4.2 [71] 具有点可数 k 网的序列非 Fréchet-Urysohn 空间包含闭拷贝

S2.
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引理 2.4.3 设 G 具有点可数 k 网的序列非 Fréchet-Urysohn rectifiable 空间,

则对任意 x ∈ G 和任意开集 U ⊂ G, G 具有性质 P (x, U).

证明 由引理 2.4.2, G 中存在闭子集同胚于 S2. 由定理 2.2.1, G 包含一个闭

子集同胚于 Sω. 设 Sω = {y(n, k) : n, k ∈ N} ∪ {e}, 其中 y(n, k) → e 当

k → ∞ 且若 (n, k) ̸= (l,m) 有 y(n, k) ̸= y(l,m). 不妨设 Sω 是 G 中闭子

集. 设 U 是 G 中的开集且 {xi : i ∈ N} ⊂ U , xi → x 当 i → ∞ 且若 i ̸= j

有 xi ̸= xj. 对任意 i, k ∈ N, 置 x(i, k) = p(xi, y(i, k)). 因为 y(i, k) → e 当

k → ∞, 所以 x(i, k) → p(xi, e) = xi 当 k → ∞. 对每一 i ∈ N, 取 ki ∈ N
使得 {x(i, k) : i ∈ N, k ≥ ki} ⊂ U 且若 (i, k) ̸= (i′, k′) 和 k ≥ ki, k

′ ≥ ki′ 有

x(i, k) ̸= x(i′, k′). 则 {xi : i ∈ N} ∪ {x(i, k) : i ∈ N, k ≥ ki} ∪ {x} 是 G 同胚于

S2 的闭子集. 否则, 存在序列 {x(ij, kj)}∞j=1 收敛于点 b ∈ G 使得若 j ̸= j′ 有

ij ̸= ij′ . 因此, 我们有

y(ij, kj) = q(xij , p(xij , y(ij, kj))) = q(xij , x(ij, kj)) → q(x, b) as j → ∞.

然而, 集 {y(ij, kj) : j ∈ N} 是 G 中闭和离散的, 矛盾.

引理 2.4.4 [71] 设 X 具有点可数 k 的序列空间且对任意 x ∈ X 和 U ⊂ X 性

质 P (x, U) 成立. 那么对任意 α < ω1, x ∈ X,U ⊂ X 是 X 中的开集, 则下列成

立:

Q(α, x, U): 若 {xi : i ∈ N} ⊂ U , xi → x 当 i→ ∞, 则存在子集 Q ⊂ U 使得 Q

是可数的且任意 β < α 有 Q \ {x} = U , x ∈ [Q]α, x ̸∈ [Q]β.

定理 2.4.5 设 G 具有点可数 k 网的序列 rectifiable 空间. 若 so(G) < ω1, 则 G

是可度量化.

证明 设 so(G) = α.

论断: 空间 G 是 Fréchet-Urysohn.

若不然, 由引理 2.4.3和 2.4.4, 知 G 具有性质 Q(α+ 1, e, G). 显然, 因为 G

具有性质 Q(α+ 1, e, G), 所以 so(G) ≥ α+ 1 > α, 矛盾.

由论断知 G 是 Fréchet-Urysohn rectifiable 空间, 因此 G 不包含闭拷贝

S2. 又因为 G 具有点可数 k 网的 Fréchet-Urysohn rectifiable 空间, 所以由推论

2.2.2 知 G 是可度量化.
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引理 2.4.6 [60] 设 G 是被点可数覆盖 G 确定的空间, 设 G 的任意有限个元素

的并是 Fréchet-Urysohn 或者是每一点是 Gδ 集的序列空间. 若 G 不包含闭拷

贝 Sω 和 S2, 则对 G 的每一点 x, 存在 G的有限子族使得其并是点 x 的开邻

域.

引理 2.4.7 设 G 是由可数递增的覆盖 G = {Gn : n ∈ N} 确定的 rectifiable 空

间, 其中每一Gn 是 rectifiable 子空间. 假设下列条件之一成立:

1. 每一 Gn 是 Fréchet-Urysohn, 或者

2. 每一 Gn 是序列的且点 e 是 Gn 中的 Gδ 子集.

那么或者

(i) G 包含闭拷贝 Sω, 或者

(ii) 存在 n ∈ N 使得 Gn 是 G 的开且闭的子集.

证明 易证得 G 满足引理 2.4.6 的条件. 设 G 不包含闭拷贝 Sw. 则由定理

2.2.1, G 不包含闭拷贝 S2. 又由引理 2.4.6, 存在 n ∈ N 使得 e ∈ IntGn. 因此,

Gn = ∪{x · IntGn : x ∈ Gn} 是 G 中的开集. 由引理 2.3.7, Gn 也是 G 中的闭

集.

引理 2.4.8 [60] 被由序列子空间组成的覆盖确定的空间是序列空间.

定理 2.4.9 设 G 是由可数递增的覆盖 G = {Gn : n ∈ N} 确定的 rectifiable 空

间, 其中每一 Gn 是具有点可数 k 网的 rectifiable 子空间. 假设下列条件之一

成立:

1. 每一 Gn 是 Fréchet-Urysohn, 或者

2. 每一 Gn 是序列的且点 e 是 Gn 中的 Gδ 子集.

那么 G 是可度量化的, 若 G 不包含闭拷贝 Sω.

证明 设 G 不包含闭拷贝 Sω. 由引理 2.4.7, 存在 n ∈ N 使得 Gn 是 G 中的开

闭集. 因此, 对每一 m ≥ n, Gm 也是 G 中的开闭集. 对每一 n ∈ N, 设 Bn 是

Gn 的点可数 k 网. 置 B =
∪

n∈N Bn. 则 B 是 G的可数 k 网. 事实上,对 G中
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的每一紧子集 K, 有 K ⊂
∪

m≥nGm, 即: {Gm : m ≥ n} 是 K 的开覆盖. 因此,

存在 k ≥ n 使得 K ⊂ Gk. 设 K ⊂ U , 其中 U 是 G 中开集. 因为 K ⊂ Gk ∩ U ,

所以 Bk 存在有限子族 B′
k 使得 K ⊂ ∪B′

k ⊂ U ∩Gk ⊂ U. 因此, B 是 G 的可

数 k 网. 由引理 2.4.8, G 是序列空间, 从而由推论 2.2.2, G 是可度量化的.

设 U 是空间 X 的一个预滤, 则 U 称为 X 的 nest [3], 若 U 每一元素是

X 的开子集且具有下列性质: 对任意 U, V ∈ U 或者 U ⊂ V 或者 V ⊂ U. 空

间 X 称为 π-nested 在点 x ∈ X [3], 如果存在 nest 收敛于点 x; X 称为 nested

在点 x [3], 如果存在 X 中的 nest 使得其是点 x 的局部基. 最后, 空间 X 称为

nested, 如果 X 中每一点都是 nested.

引理 2.4.10 如果 rectifiable G 是 π-nested 在某点 a ∈ G, 则 G 是 nested.

证明 因为 G 是齐性的, 所以不妨设 a 是点 e. 取 nest A 使得其收敛于点 e.

置 ϕ = {q(U,U) : U ∈ A }. 那么 ϕ 是一个 nest 且是点 e 在 G 中的局部基. 由

G 是齐性的, 所以 G 是 nested.

引理 2.4.11 [60] 设 U 是 X 的非空开子集, ϕ 是 X 的有限个子集组成的集合

且 U ⊂ ϕ. 那么存在 E ∈ ϕ 和 X 中非空开子集 V 使得 V ⊂ V ∩ E.

引理 2.4.12 设 G是由双序列子空间组成的点可数覆盖 G 确定的 rectifiable空

间且满足如下条件:

1. 对每一有限子族 G ′ ⊂ G , ∪G ′ 是 Fréchet-Urysohn 且

2. G 不包含闭拷贝 Sω.

那么 G 是可度量化的.

证明 如果 G是离散的,那么显然 G是可度量化的. 设 G是非离散空间. 显然,

G 和 G 满足引理 2.4.6 的假设条件. 因此, 存在有限子族 E ⊂ G 和开集 U 使

得 e ∈ U ⊂ ∪E . 由引理 2.4.11, 存在 E ∈ E 和非空的开集 V 使得 V ⊂ V ∩ E.

取点 x ∈ V ∩ E. 因为 V ∩ E 是 E 的一个开双序列子空间, 所以子空间 V ∩ E
是双序列. 因此, 由 [3, 命题 1], V ∩ E 是 π-nested 在点 x. 又由 [3, 引理 20],

V ∩ E 也是 π-nested 在点 x. 因为 x ∈ V ⊂ V ∩ E, 所以 V 也是 π-nested 在点

x. 因此, G 是 π-nested 在点 x. 因为 G 是 rectifiable 空间, 所以由引理 2.4.10
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知 G 是 nested. 由引理 2.4.8, 空间 G 是序列, 从而 G 包含一个非平凡收敛序

列. 因此, 空间 G 具有 Gδ 的子集不是开集. 又 G 是 nested, 所以由 [3, 引理

10] 知 G 是第一可数的. 因此 G 是可度量化的.

定理 2.4.13 设 G是由双序列子空间组成的点可数覆盖 G 确定的 rectifiable空

间. 那么下列条件等价:

1. 空间 G 是 α4 空间;

2. 空间 G 是 Fréchet-Urysohn;

3. 空间 G 是可度量化的.

证明 (3)⇒(2) 是显然的. 由定理 2.1.7, (2)⇒(1), 所以只需证 (1)⇒(3).

(1)⇒(3). 由引理 2.4.8 和定理 2.1.7, G 是强 Fréchet-Urysohn. 特别, 对每

一 G ′ ⊂ G , ∪G ′ 是 Fréchet-Urysohn. 因此, 引理 2.4.12 中的 (1) 成立. 因为强

Fréchet-Urysohn 是闭遗传的, 所以 G 不包含闭拷贝 Sω. 由引理 2.4.12, G 是可

度量化的.

引理 2.4.14 [60] 如果空间 X 被由 α4 子空间组成的点有限覆盖 U 确定, 则

X 是 α4 空间.

推论 2.4.15 如果 rectifiable 空间 G 被由双序列子空间组成的点有限覆盖 U

确定, 则 G 是可度量化的.

证明 因为双序列空间是 α4, 所以由引理 2.4.14, G 是 α4. 由定理 2.4.13, 空间

G 可度量化.

定理 2.4.16 设 G 被由闭双序列子空间组成的点可数覆盖 G 确定, 那么下列条

件等价:

1. 空间 G 不包含闭拷贝 Sω;

2. 空间 G 不包含闭拷贝 S2;

3. 空间 G 是可度量化.
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证明 由定理 2.2.1, (1)⇔(2). (3)⇒(1) 是显然.

(1)⇒(3). 因为每一个元素 D ∈ G 是闭双序列子空间, 所以对每一有限子

族 G ′ ⊂ G 知 ∪G ′ 是 Fréchet-Urysohn. 由引理 2.4.12, G 是可度量化.

定理 2.4.17 设 G 是由可数递增的覆盖 G = {Gn : n ∈ N} 确定的 rectifiable

空间, 其中每一Gn 是双序列子空间. 那么下列条件等价:

1. 空间 G 不包含闭拷贝 Sω;

2. 空间 G 不包含闭拷贝 S2;

3. 空间 G 是可度量化.

证明 易知每一有限子族 G ′ ⊂ G 包含在某 Gn. 因此, 定理显然成立.

空间 X 称为Mω, 若 X 被可数个闭的度量化子空间所确定.

推论 2.4.18 设 G 是 Mω-rectifiable 空间. 若 G 不包含闭拷贝 Sω, 则空间 G

是可度量化的.

然而, 我们不能去掉推论 2.4.18 的条件“G 不包含闭拷贝 Sω”. 事实上, 若

X 是包含极限点的一个收敛序列, 则自由拓扑群 F (X) 是Mω 空间, 但 F (X)

是不可度量化.

§2.5 Moscow 的 rectifiable 空间

Moscow 性质是讨论拓扑群理论的重要工具, 具体可见[10, 第六章]. 在本小

节中, 我们主要讨论什么样 rectifiable 空间具有 Moscow 性质, 如主要证明了点

态标准弱伪紧的 rectifiable 空间是 Moscow 空间.

空间 X 称为 Moscow [10], 若对 X 每一开子集 U , 那么 U 是 X 中一族 Gδ

子集的并, 即: 对每一 x ∈ U , 存在 X 中的 Gδ 子集 P 使得 x ∈ P ⊂ U .

点 x ∈ X 称为标准弱伪紧的点 (point of canonical weak pseudocompactness)

[10] 或简记为 cwp 点, 如果满足下列条件:

(CWP) 对 X 中每一正则开集 U 满足 x ∈ U , 若果存在 U 中的序列子

集 {An : n ∈ N} 使得对每一 n ∈ N 有 x ∈ An 且对 X 中每一开子集序列

η = {On : n ∈ N} 满足对每一 On ∩ An ̸= ∅, 那么 η 在 X 中有聚点.
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空间 X 称为点态标准弱伪紧 (pointwise canonically weakly pseudocompact)

[10], 若 X 中的每一点是 cwp 点.

定理 2.5.1 如果 rectifiable 空间 G 是点态标准弱伪紧, 那么 G 是 Moscow 空

间.

证明 设 U 是 G 的正则开子集. 显然, 只需证: 若 e ∈ U , 则存在 Gδ 子集

P ⊂ G 使得 e ∈ P ⊂ U . 因此, 设 e ∈ U 且固定子集 An ⊂ U 满足 (CWP), 其

中 x = e.

下面我们将定义点 e 的一个开邻域序列 {Vn : n ∈ N} 和序列 {an : n ∈
N} ⊂ U 使得对每一 n ∈ N 有 an ∈ An. 首先, 取 a1 ∈ A0 且设 V1 是点 e 的开

邻域使得 a1 · V1 ⊂ U . 设对某 k ∈ N 点 e 的开邻域 Vk 已经定义. 取点 ak+1 ∈
Ak+1 ∩Vk. 设 Vk+1 是点 e的开邻域使得 Vk+1 ·Vk+1 ⊂ Vk, q(Vk+1, Vk+1) ⊂ Vk 且

ak+1 · Vk+1 ⊂ U . 那么归纳定义了开邻域序列 {Vn : n ∈ N}. 设 ζ = {an · Vn+1 :

n ∈ N} 且 H 是 ζ 在 G 中所有聚点的集合.因为 G 是点态标准弱伪紧, 所以

H ̸= ∅. 置 B =
∩

n∈N Vn. 显然, B =
∩

n∈N Vn, 因此 B 是 G 中的闭集.

论断 1: 集 H 是 B 的子集.

由 an ∈ Vn−1, 所以对任意 n ≥ 3 有 an · Vn+1 ⊂ Vn−1 · Vn+1 ⊂ Vn−1 · Vn−1 ⊂
Vn−2. 因此, 对每一 k ≥ 2, H ⊂ ∪{an · Vn+1 : n ∈ N, n ≥ k + 1} ⊂ Vk−1. 从而

H ⊂ B, 即论断 1 得证.

论断 2: 对每一 a ∈ H, 有 a ·B = B

事实上, 固定点 a ∈ H, 那么由论断 1 知 a ∈ B. 因此, 对每一点 n ∈ N,

a ∈ Vn. 对每一 b ∈ B 和 k ∈ N, 因为 p(a, b) ∈ Vk, 所以 p(a, b) ∈ B. 那么

a · B ⊂ B. 取点 b ∈ B. 对每一 n ∈ N, 因为 q(a, b) ∈ Vn, 所以 q(a, b) ∈ B. 因

此, b = p(a, q(a, b)) = a · q(a, b) ∈ a ·B. 那么 B ⊂ a ·B, 从而 a ·B = B.

取定点 a ∈ H. 那么由论断 2, 我们有

B = a ·B ⊂
∪
n∈N

(an · Vn+1) ·B ⊂
∪
n∈N

(an · Vn) · Vn ⊂ U.

因为 e ∈ B, 所以 e ∈ B ⊂
∪

n∈N(an · Vn) · Vn ⊂ U . 又 B 是 Gδ 集, 所以 G 是

Moscow.

设 Y 是 X 的子集, Y 称为 C 嵌入 X, 若 Y 上的每一个连续实函数可连

续延拓到 X.
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引理 2.5.2 [86, 引理 5] 设 X 是 Moscow 空间和 Y 是 X 的 Gδ 稠子集, 那么

Y 是 C 嵌入 X 中.

由定理 2.5.1 和引理 2.5.2, 我们有下列推论.

推论 2.5.3 设 G 是点态标准弱伪紧的 rectifiable 空间且 Y 是 G 中 Gδ 稠子空

间. 那么 Y 是 C 嵌入 X 中.

设 G 是 rectifiable 空间和 U ⊂ G. G 的子集 A 称为在 U 中是 ω-deep, 如

果存在 G 存在 Gδ 子集 B 使得 e ∈ B 且 A · B ⊂ U . 称空间 G 的 g-tightness

(tg(G)) 是可数的, 若对 G 中每一正则的开集 U 和每一 x ∈ U , 存在 U 中的

ω-deep 子集 A 使得 x ∈ A.

定理 2.5.4 每一个具有可数 g-tightness 的 rectifiable 空间是 Moscow 空间.

证明 取 G 中的任意正则开集 U 和任意点 x ∈ U . 因为 tg(G) ≤ ω, 所以存在

U 中的 ω-deep 子集 A使得 x ∈ A. 那么我们可以取定 G 中的一个 Gδ 子集 B

使得 e ∈ B 且 A · B ⊂ U . 对每一 a ∈ G, 因为 p(a,G) 是一个同胚映射, 所以

x ∈ x · B ⊂ A ·B ⊂ U 且 x · B 是 G 中的 Gδ 子集. 因此, 空间 G 是 Moscow

空间.

下列引理是一个简单的练习.

引理 2.5.5 对 rectifiable 空间 G 中任意集 U , 则 U 中的任意可数个 ω-deep 子

集的并是 U 中的 ω-deep 子集.

引理 2.5.6 如果 G是具有可数 tightness的 rectifiable空间,则 G的 g-tightness

也是可数的.

证明 由引理 2.5.5, 易知引理成立.

空间 X 具有可数 o-tightness, 若对于 X 任意开子集族 η 及 ∪η 的闭包的
任意点 a ∈ X, 存在 η 的可数子族 ζ 使得 a ∈ ∪ζ.

引理 2.5.7 如果 G 具有可数 o-tightness 的 rectifiable 空间, 那么 G 中的 g-

tightness 是可数的. 特别, 若 G 有可数胞腔度, 则 G 的 g-tightness 也是可数

的.



第32页 第二章 仿拓扑群与 rectifiable 空间

证明 设 U 是 G 的正则开集且 x ∈ U . 记 ζ 为 U 中所有非空的开 ω-deep 子

集的集合. 因为 G 是 rectifiable 空间, 所以 U = ∪ζ. 因为 G 中的 o-tightness

是可数的, 所以存在可数子族 γ ⊂ ζ 使得 x ∈ ∪γ. 那么 η 是可数的, 因此, 由引

理 2.5.5 知 V = ∪γ 是 U 中的 ω-deep 子集. 从而 tg(G) ≤ ω. 因为一个空间的

o-tightness 不大于一个空间的胞腔度, 所以证明完成.

拓扑空间 X 称为极不连通, 若 X 中的任意开集的闭包是 X 中的开集.

下列两个引理显然成立.

引理 2.5.8 若 G 是极不连通的 rectifiable 空间, 则 G 中的 g-tightness 是可数

的.

引理 2.5.9 若 G 具有可数伪特征的 rectifiable 空间, 那么 G 中的 g-tightness

是可数的.

定理 2.5.10 具有可数 g-tightness的 rectifiable空间 G的每一稠子空间是Moscow.

特别地, 如果 rectifiable 空间 G 满足下列条件之一, 则 G 是 Moscow 空间.

1. G 是 κ-Fréchet-Urysohn rectifiable G 的稠子空间;

2. G 的 tightness 是可数的;

3. G 的 o-tightness 是可数的;

4. G 的胞腔度是可数的;

5. G 的伪特征是可数的;

6. G 是极不连通的.

证明 有引理 2.5.5 和 2.5.6, (1) 成立. 由定理 2.5.4、引理 2.5.7、引理 2.5.8 和

引理 2.5.9, 知 (3), (4), (5) 和 (6) 分别成立.

引理 2.5.11 设 G 是 rectifiable 空间, U 是 G 的子集和 b 是 G 的一个点. 若

U 中存在可数的 ω-deep 子集族 γ 使得 b ∈ ∪γ, 那么 G 有一个闭 Gδ 子集 P

使得 b ∈ P ⊂ U .
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证明 不失一般性, 不妨设 b = e. 此外, 记 γ 为 {Fn : n ∈ N}. 对每一
n ∈ N, 易证可取闭 Gδ 子集 Vn 使得 e ∈ Vn, Fn · Vn ⊂ U , Vn+1 · Vn+1 ⊂ Vn 和

q(Vn+1, Vn+1) ⊂ Vn. 现设 P = ∩{Vn : n ∈ N}. 显然, P 是 G 的闭 Gδ 子集. 由

定理 2.2.1 中论断 2 的证明, 我们有 P = e · P . 因为 e ∈ ∪γ, 所以

P = e · P ⊂ ∪{Fn · P : n ∈ N} ⊂ ∪{Fn · Vn : n ∈ N} ⊂ U.

由引理 2.5.11, 我们有下列定理.

定理 2.5.12 设 G 是 rectifiable 空间. 对 G 的每一开集 U 和每一点 b ∈ U , 若

U 存在可数的 ω-deep 子集族 γ 使得 b ∈ ∪γ, 那么 G 是 Moscow 空间.

定理 2.5.13 设 G 是序列的 rectifiable 且 G \ {e} 是正规的, 那么 G 有可数的

伪特征.

证明 不妨设 e 是 G 中的非孤立点. 因为 G 是齐性, 所以只需证 e 是一个 Gδ

点. 设 e 不是 G 的 Gδ 点. 显然, G \ {e} 不是序列闭子集, 从而存在收敛于点 e

的序列 {xn : n ∈ N} ⊂ G \ {e}. 置 A = {x2n−1 : n ∈ N} 和 B = {x2n : n ∈ N}.
显然, 可设 A 和 B 是不相交的. 显然, A 和 B 是 G \ {e} 中的闭子集, 又因为

G \ {e} 是正规的, 所以在 G \ {e} 上存在连续的函数 f 使得对每一 x ∈ A 有

f(x) = 1 且对每一 x ∈ B 有 f(x) = 0. 因此, 不可能连续延拓函数 f 到点 e.

但因为 G 是序列, 所以由定理 2.5.10 的 (2) 知空间 G 是 Moscow, 因此由引理

2.5.2 知 G \ {e} 是 C 嵌入 G, 矛盾.
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第三章 rectifiable 空间上 Vietoris 拓扑和

rectifiable 完全

rectifiable空间所具有的代数结构与拓扑群有很大的区别,而讨论拓扑空间

上 Vietoris 拓扑与拓扑空间本身的联系, 对于我们研究拓扑空间特别是具有代

数结构的空间有很大的好处. Weil完全性在一般拓扑学是一个极其重要的概念,

具体可见 [10] 和 [32].

本章讨论关于 rectifiable 空间上 Vietoris 拓扑. 我们主要定义了 rectifiable

完全并讨论相关性质, 证明了: (1) (C(G), ·) 具有右 loop 结构当且仅当 |G| = 1,

其中 G 是 rectifiable 空间; (2) 证明了局部紧的 rectifiable 空间是 rectifiable 完

全的和 rectifiable 空间上的开映射定理.

§3.1 rectifiable 空间上 Vietoris 拓扑

设 G 是 rectifiable 空间. C(G) 表示 G 中所有非空的紧子集. 本小节中,

我们定义 rectifiable 空间 C(G) 的上右 loop 结构和半右 loop 结构, 证明了

(C(G), ·) 具有右 loop 结构当且仅当 |G| = 1; 另外, 我们定义了强 rectifiable 且

证明了若 G 是强 rectifiable, 则 (G, ·) 是 C(G) 中具有右 loop 结构的极大的唯

一子集.

§3.1.1 C(G) 上的右 loop 结构

定义 3.1.1 设集合 S 赋予一个二元运算 ‘∗’，则称 (S, ∗) 具有右 loop 结构, 若

如下列条件满足:

1. 存在 e ∈ S 使得对每一 s ∈ S 有 s ∗ e = s;

2. 对任意 a, b ∈ S, a ∗ b ∈ S;

3. 对任意 a ∈ S, 存在唯一的元素 b ∈ S 使得 a ∗ b = e.

此外, 如果去掉上面定义的条件 (3), 那么称 (S, ∗) 具有半右 loop 结构.

注记 (1) 整数 Z 赋予减法运算 (−) 具有右 loop 结构.

35
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(2) 显然, 若 G 是 rectifiable 空间, 则 (C(G), ·) 具有半右 loop 结构. 然而,

我们将证明当 G 基数大于 1 时, (C(G), ·) 不具有右 loop 结构, 见定理 3.1.2.

定理 3.1.2 (C(G), ·) 具有右 loop 结构当且仅当 |G| = 1.

证明 充分性是显然的.

必要性. 设 |C(G)| ≥ 2.

论断: C(G) 中的每一元素的右逆是单点集.

设 A,B ∈ C(G) 且 a ∈ A, b1, b2 ∈ B. 显然, 因为 p(a,G) 是同胚映射, 所

以 a · b1 = a · b2 当且仅当 b1 = b2. 从而对每一 a ∈ A 有 |a · B| = |B|. 那么
|A · B| ≥ |B|. 又因为 C(G) 具有右 loop 结构, 所以 C(G) 的元素 A 在 C(G)

有右逆 A∗. 那么

1 = |{e}| = |A · A∗| ≥ |A∗| ≥ 1.

因此 |A∗| = 1, 即：A∗ 是单点集.

由论断, q(G, e) 是单点集. 因为 q(e, e) = e, 所以 q(G, e) = {e}. 但是, 对每

一 g ∈ G, 有 e = g · q(g, e) = g · e = g, 这蕴含 G 是单点集, 矛盾.

由定理 3.1.2, 若 |G| ≥ 2, 则 C(G) 不具有右 loop 结构. 易知 C(G) 包含子

集 G = {{g} : g ∈ G} 关于运算 ‘·’ 具有右 loop 结构. 但我们不知道 (G, ·) 是否
是 C(G) 中具有右 loop 结构极大的子集? 因此, 有下列问题:

问题 3.1.3 (G, ·) 是 C(G) 中具有右 loop 结构的极大 (唯一) 子集?

下面我们就问题 3.1.3 给出一些部分回答.

定义 3.1.4 rectifiable 空间 G 称为强 rectifiable 若, 对每一 x ∈ G, 有 q(x, e) ·
q(e, x) = e.

定理 3.1.5 若 G 是强 rectifiable, 则 (G, ·) 是 C(G) 中具有右 loop 结构的极大

的唯一子集.

证明 设 H是具有右 loop结构且包含 G 的极大子集. 由定理 3.1.2中论断的证

明,对每一 A ∈ H,存在 {a} ∈ G 使得 A · {a} = A ·a = {e},因此 q(A, e) = {a}.
若存在点 a ∈ G 使得 q(A, e) = {a}, 那么 A 是一个单点集. 事实上, 若不然, 存
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在非单点集 A ∈ H 和某点 a ∈ G 使得 q(A, e) = {a}. 因此, 存在不同的两点

a1, a2 ∈ A 使得 q(a1, e) = q(a2, e) = a. 那么

a · q(e, a1) = q(a1, e) · q(e, a1) = e 且 a · q(e, a2) = q(a2, e) · q(e, a2) = e.

因为 p(a,G) 是同胚映射, 所以 q(e, a1) = q(e, a2), 这蕴含 a1 = a2. 矛盾. 另外，

由定理 3.1.2 中论断知 C(G) 中任意具有右 loop 结构的的极大子集包含 (G, ·),
所以唯一性也得以证明.

§3.2 C(G) 上赋予的 Vietoris 拓扑

本小节中, 我们在 C(G) 上赋予的 Vietoris 拓扑, 证明了若 G 是局部紧的

rectifiable 空间, 那么赋予 Vietoris 拓扑的空间 (C(G), ·) 是拓扑半右 loop.

集 C(G) 上的 Vietoris 拓扑 定义如下: 对 G 中的每一子集 A, 定义 A+ =

{B ∈ C(G) : B ⊂ A}和 A− = {B ∈ C(G) : B∩A ̸= ∅}. 集 C(G)上的 Vietoris

拓扑的一个子基为 {W+ : W 是 G 中的开集} ∪ {W− : W 是 G 中的开集}. 显
然, 有 V +

1 ∩ · · · ∩ V +
n = (V1 ∩ · · · ∩ Vn)+, 因此 Vietoris 拓扑的基本开集具有形

式为 V −
1 ∩ · · · ∩ V −

n ∩ V +
0 , 其中 V0, V1, · · · , Vn 是 G 中的开集; 此外, 可不妨设

Vi ⊂ V0, i = 1, 2, · · · , n.

在本小节中, 对一个 rectifiable 空间, 我们在 C(G) 上都赋予的 Vietoris 拓

扑.

引理 3.2.1 设 G 是局部紧的 rectifiable 空间和 A,B 是 G 中满足 A · B ⊂
V 的两个紧子集, 其中 V 是 G 中的开子集, 那么存在 e 的开邻域 U 使得

(A · U) · (B · U) ⊂ V .

证明 首先, 我们先证明两个论断.

论断 1: 存在 G 中两个开集 L,W 使得 A · B ⊂ L · W ⊂ V , A ⊂ L 且

B ⊂ W.

事实上, 取定点 a ∈ A. 对每一 b ∈ B, 因为 p(a, b) ∈ V 和 G 是局部紧的,

所以存在点 e 的紧邻域 Vab 使得 p(a · Vab, b · Vab) ⊂ p(a · V ab, b · V ab) ⊂ V . 又 B

是紧的且 B ⊂ ∪{b · Vab : b ∈ B}, 从而存在有限子集 {bi : i = 1, · · · , n} ⊂ B 使

得 B ⊂
∪n

i=1 bi · Vabi
. 设 Ua =

∪n
i=1 bi · Vabi

. 那么 Ua =
∪n

i=1 bi · Vabi
是紧的, 设

Wa =
∩n

i=1 Vabi
, 则 p(a ·Wa, Ua) ⊂ V .
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因为 {a · Wa : a ∈ A} 是 A 的开覆盖, 所以存在有限子集 {ai : i =

1, · · · ,m} ⊂ A 使得 A ⊂
∪m

i=1 aj ·Waj
. 设 L =

∪m
i=1 aj ·Waj

和 W =
∩m

j=1 Uaj
.

那么 A ⊂ L 和 B ⊂ W . 从而

A ·B ⊂ L ·B ⊂ L ·W ⊂ V,A ⊂ L 且 B ⊂ W.

论断 2: 对 G 中每一个紧子集 C, 若 C 包含 G 中的开子集 UC , 则存在 G

中开子集 LC使得 C · LC ⊂ UC .

事实上, 对每一 x ∈ C, 因为 x ∈ UC , 所以存在点 e 的开邻域 Ux 使得

p((x ·Ux), Ux) ⊂ UC . 又由 C 是紧的, 所以存在有限子集 {ci : i = 1, · · · , l} ⊂ C

使得 C ⊂
∪l

i=1 xi · Uxi
⊂ UC . 设 LC = ∩

∩l
i=1 Uxi

. 从而

C · LC ⊂ (
l∪

i=1

xi · Uxi
) · LC =

l∪
i=1

((xi · Uxi
) · LC) ⊂

l∪
i=1

((xi · Uxi
) · Uxi

) ⊂ UC .

由论断 1 和 2, 易知引理成立.

定义 3.2.2 设 (S, ·) 是具有半右 loop 结构的二元运算且赋予拓扑 S . (S, ·) 称
为拓扑半右 loop, 若二元运算 ‘·’ 关于拓扑 S 是连续的.

定理 3.2.3 如果 G 是局部紧的 rectifiable 空间, 那么赋予 Vietoris 拓扑的空间

(C(G), ·) 是拓扑半右 loop.

证明 定义映射 f : C(G)×C(G) → C(G)为 f(A,B) = A·B,其中 A,B ∈ C(G).

那么我们只需证明 f 是连续的. 设 A,B ∈ C(G) 且 U0, U1, · · · , Un 是 G 中的

开集使得 Ui ⊂ U0 和 f(A,B) = A · B ∈ U−
1 ∩ · · · ∩ U−

n ∩ U+
0 . 由引理 3.2.1, 存

在点 e 的开邻域 W 使得 (A ·W ) · (B ·W ) ⊂ U0. 此外, 对每一 i = 1, · · · , n, 因

为 A · B ∩ Ui ̸= ∅, 所以存在点 ai ∈ A 和 bi ∈ B 使得 ai · bi ∈ Ui. 因此, 对每一

i = 1, · · · , n, 存在点 e 的开邻域 Wi 使得 (ai ·Wi) · (bi ·Wi) ⊂ Ui.

置

H = (a1 ·W1)
− ∩ · · · (an ·Wn)− ∩ (A ·W )+;

M = (b1 ·W1)
− ∩ · · · (bn ·Wn)− ∩ (B ·W )+.

显然, H 和 M 是 C(G) 中的开集. 此外, 易证 A ∈ H 和 B ∈ M. 下面证

f(H,M) = H ·M ⊂ U−
1 ∩ · · · ∩ U−

n ∩ U+
0 .
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事实上, 对任意 H ∈ H 和 M ∈ M, 我们有 H ⊂ A ·W 和 M ⊂ B ·W. 因
此, H ·M ⊂ (A ·W ) · (B ·W ) ⊂ U0. 对每一 1 ≤ i ≤ n, 因为 H ∩ (ai ·Wi) ̸= ∅,
所以存在 hi ∈ H 和 wi ∈ Wi 使得 hi = ai · wi. 此外, 对每一 1 ≤ i ≤ n, 因

为对每一 1 ≤ i ≤ n 有 M ∩ (bi ·Wi) ̸= ∅, 所以存在 mi ∈ M 和 vi ∈ Wi 使得

mi = bi · vi. 因此, 对每一 1 ≤ i ≤ n, 有

hi ·mi = (ai · wi) · (bi · vi) ∈ (ai ·Wi) · (bi ·Wi) ⊂ Ui.

那么对每一 1 ≤ i ≤ n, 有 (H ·M)∩Ui ̸= ∅. 因此 H ·M ∈ U−
1 ∩ · · · ∩U−

n ∩U+
0 .

推论 3.2.4 (C(S7), ·) 赋予 Vietoris 拓扑是拓扑半右 loop.

命题 3.2.5 C(G) 赋予 Vietoris 拓扑是 T2 空间.

证明 设 A,B ∈ C(G) 且 A ̸= B. 不妨设 A * B. 取点 b ∈ B \A. 由于 G 是正

则的且 A 和 B 是紧的, 那么易知存在 G 中的开集 U 和 V 使得 b ∈ U , A ⊂ V

和 U ∩ V = ∅, 那么显然 U+ 和 V + 分别是 A 和 B 的开集且 U+ ∩ V + = ∅. 从
而 C(G) 是 T2 空间.

下列两命题是一个简单的练习, 我们略去证明.

命题 3.2.6 设 D 是 G 的有限子集组成的集合. 若 C(G) 赋予 Vietoris 拓扑,

那么 D 是 C(G) 中的稠子集.

命题 3.2.7 若 C(G) 赋予 Vietoris 拓扑, 那么 G 在 C(G) 中是闭的.

定理 3.2.8 若 C(G) 赋予 Vietoris 拓扑, 那么子空间 G 是 rectifiable 子空间.

证明 因为 G 是 rectifiable 空间, 所以存在同胚映射 φ : G×G → G×G 和点

e ∈ G 使得 π1 ◦ φ = π1 且对任意 x ∈ G 有 φ(x, x) = (x, e). 定义 ϕ : G × G →
G×G 使得对每一 {x}, {y} ∈ G 有 ϕ({x}, {y}) = ({π1 ◦φ(x, y)}, {π2 ◦φ(x, y)}).
易知 ϕ 是一个在 G 上的 rectification. 因此, G 是 rectifiable 子空间.
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§3.3 rectifiable 空间的 rectifiable 完全

在本小节中, 我们定义了 rectifiable 完全, 证明了局部紧的 rectifiable 空间

是 rectifiable 完全的. 另外, 我们还证明了 rectifiable 空间上的开映射定理.

rectifiable 空间 G 的网 {xα}α∈Γ 称为左柯西网, 若对在点 e 每一开邻域 U

存在 α0 ∈ Γ 使得对每一 α, β ≥ α0 有 q(xα, xβ) ∈ U .

设 ξ 是 rectifiable空间 G的子集组成的滤子. ξ 称为左柯西滤子, 若对点 e

每一邻域 U , 那么存在 F ∈ ξ 和点 a ∈ G 使得 q(a, F ) ⊂ U . rectifiable 空间 G

称为 rectifiable 完全, 若对 G 每一左柯西滤子是收敛的. 显然, 一个 rectifiable

空间 G 是 rectifiable 完全当且仅当 G 中每一个左柯西网是收敛的.

设 G是 rectifiable空间. 如果存在一个 rectifiable空间 H 使得 G是 H 的

稠子集, 那么称 H 是 G 的 rectifiable 完全且记为 Ĝ.

设 G,H 是 rectifiable 空间且 f : G → H 是 G 到 H 的映射. 映射 f 称为

同态, 若对任意的点 x, y ∈ G 那么有 f(pG(x, y)) = pH(f(x), f(y)). 此外, 若 f

是 G 到 H 的一到一的满同态, 那么 f 称为同构.

命题 3.3.1 设 G,H 是 rectifiable 空间且 f : G → H 是 G 到 H 同态, 那么

f(eG) = eH 且对任意 x, y ∈ G 有 f(qG(x, y)) = qH(f(x), f(y)).

证明 显然, f(eG) = f(pG(eG, eG)) = pH(f(eG), f(eG)). 因为 pH(f(eG), eH) =

f(eG) 且 pH(f(eG), G) 是同胚映射, 所以 eH = f(eG).

对任意的 x, y ∈ G,我们有 f(y) = f(pG(x, qG(x, y))) = pH(f(x), f(qG(x, y))).

因此, f(qG(x, y)) = qH(f(x), pH(f(x), f(qG(x, y)))) = qH(f(x), f(y)).

下列引理是一个简单练习, 我们略去证明.

引理 3.3.2 设 f : G → H 是连续同态, 其中 G 和 H 是 rectifiable 空间. 若 ξ

是 G 的左柯西滤子, 那么 f(ξ) 是 H 的左柯西滤子.

由命题 3.3.1 和引理 3.3.2, 类似 [67] 中的证明我们能证明下面两引理. 读

者也可以参见 [10, 命题 3.6.12 和 3.6.13] 中的证明.

引理 3.3.3 设 G是 rectifiable空间 H 中稠的 rectifiable子空间且 f : G→ K 是

G到 rectifiable完全空间 K 的连续同态,那么 f 可延拓成连续同态 f̃ : H → K.
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引理 3.3.4 设 f : G→ H 是 rectifiable 空间之间的拓扑同构. 设 G 和 H 分别

是 rectifiable 完全空间 G∗ 和 H∗ 的稠 rectifiable 子空间, 那么 f 可延拓成拓扑

同构 f̃ : G∗ → H∗.

由引理 3.3.4, 我们有下面定理, 该定理表明一个 rectifiable 空间的 rectifi-

able 完全是唯一的.

定理 3.3.5 设 G 是 rectifiable 空间且设 H1 和 H2 是 rectifiable 完全空间使得

G 是 H1 和 H2 的 rectifiable 稠子空间, 那么存在从 H1 到 H2 的拓扑同构 ϕ 使

得对每一 g ∈ G 有 ϕ(g) = g.

易证得下面两命题.

命题 3.3.6 Rectifiable 完全空间 G 的 rectifiable 子空间 H 是 rectifiable 完全

当且仅当 H 是 G 中的闭集.

命题 3.3.7 一族 rectifiable 完全空间的积空间是 rectifiable 完全的.

定理 3.3.8 [85, 引理4] 设 K 是紧的 rectifiable 空间且 G 是 K 的稠 rectifiable

子空间, 则下列等价:

1. G 是伪紧的;

2. G 是 K 的 Gδ 稠子集;

3. G×G 是伪紧的.

引理 3.3.9 设 G 是 rectifiable 空间, 那么 G 中每一个具有收敛子网的左柯西

网是收敛的.

证明 设 {xγ}γ∈Γ是G中的左柯西网且 {xβ}β∈Λ是收敛于点 x ∈ G的子网,其中

Λ是 Γ的共尾子集. 设 U 和 V 是 G点 e的邻域使得 p(x·V, V ) ⊂ p(x, U) = x·U.
因为 {xα}α∈Γ 是 G 左柯西网, 所以存在 α0 ∈ Γ 使得对每一 α, β ≥ α0 有

q(xα, xβ) ∈ V . 另一方面, 因为 xβ → x, 所以存在 β0 ∈ Λ 使得 β0 > α0 且对每

一 β ≥ β0 有 xβ ∈ x · V . 让 α = β0, 则对每一 γ > α0 有

xγ = p(xα, q(xα, xγ)) ∈ p(xβ0 , V ) ⊂ p(x · V, V ) ⊂ x · U,

即, xγ → x.
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定理 3.3.10 局部紧的 rectifiable 空间是 rectifiable 完全的. 特别地, 紧的 recti-

fiable 空间是 rectifiable 完全.

证明 设 U 是点 e 在 G 中的开邻域且具有紧的闭包且设 {xγ}γ∈Γ 是 G 中的

左柯西网, 那么存在 α0 ∈ Γ 使得对每一 α, β ≥ α0 有 q(xα, xβ) ∈ U . 对每一

β > α0, xβ = p(xα0 , q(xα0 , xβ)) ∈ p(xα0 , U). 因为 p(xα0 , U) 是紧的, 所以存在收

敛的子网 {xβ}β∈Λ 和某共尾子集 Λ ⊂ Γ 使得 xβ → x ∈ G. 那么由引理 3.3.9

知 {xγ}γ∈Γ 收敛于点 x.

定理 3.3.11 设 G 是可数紧的 rectifiable 空间, 那么 βG 是 G 的 rectifiable 完

全.

证明 正如 V.V. Uspenskij 在 [86] 的证明, 空间 βG 是 rectifiable 空间. 因此

由定理 3.3.10, βG 是 rectifiable 完全. 因为 G 是 βG 中的稠子集, 所以由定理

3.3.5 有 βG = G̃.

定理 3.3.12 设 G =
∏

α∈ΛGα 是 rectifiable 空间的乘积空间, 那么 G̃ 是拓扑同

构于积空间
∏

α∈Λ G̃α.

证明 显然, G 是 rectifiable 空间 H =
∏

α∈Λ G̃α 的稠 rectifiable 子空间. 由命

题 3.3.7, H 是 rectifiable 完全的, 从而由定理 3.3.5 有 G̃ 是拓扑同构于 H.

定理 3.3.13 设 {Gα : α ∈ Λ} 是一族可数紧的 rectifiable 空间, 那么 G =∏
α∈ΛGα 是伪紧的.

证明 置 K =
∏

α∈Λ G̃α, 其中每一 G̃α 是 Gα rectifiable 完全. 由定理 3.3.11 和

3.3.12, K 是 G 紧的 rectifiable 完全. 此外, 易证 G 在 K 中是 Gδ 稠, 那么由定

理 3.3.8, G 是伪紧的.

注记 存在两个可数紧的空间 X,Y 使得 X × Y 不是伪紧的, 见 [58, 82].

问题 3.3.14 设 {Gα : α ∈ Λ}是一族伪紧的 rectifiable空间,那么 G =
∏

α∈ΛGα

是伪紧吗?

问题 3.3.15 若 G 是伪紧的 rectifiable 空间, 那么 G 具有 rectifiable 完全?
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但是, 我们有下列的结果.

推论 3.3.16 设 G 是 rectifiable 空间. 若 βG 是紧的 rectifiable 空间, 则 G 是

伪紧的.

证明 由 [85, 86], 紧的 rectifiable 空间 βG 是 dyadic 紧的. 由 [31], 若 βY 是

dyadic, 那么 Y 是伪紧的, 从而 X 是伪紧的.

定理 3.3.17 [开映射定理] 设 G 和 H 是局部紧的 rectifiable 空间且设 f 是从

G 到 H 的连续同态. 若 G 是 σ 紧的, 那么 f 是开映射.

证明 设 U 是点 eG 在 G中的开邻域,其中 eG 是 G的右恒等元,那么存在点 eG

在 G中的开邻域 V 使得 q(V , V ) ⊂ U 且 V 是紧的. 因为 G =
∪

x∈G pG(x, V )和

G是 σ紧的,所以存在 G中的可数子集 {xn : n ∈ N}使得 G =
∪

n∈N pG(xn, V ).

因此, H =
∪

n∈N f(pG(xn, V )). 对每一 n ∈ N, 设 yn = f(xn). 那么 H =∪
n∈N f(pG(xn, V )) =

∪
n∈N pH(yn, f(V )). 因为 H 是局部紧的, 所以 rectifiable

空间 H 具有 Baire 性质. 那么存在 n ∈ N 使得 Intf(V ) ̸= ∅, 从而 H 中存在非

空间的开集 W 使得 W ⊂ f(V ). 取一点 w ∈ W . 那么 w ∈ f(V ) 且对某 v ∈ V

有 w = f(v). 因此,

eH ∈ qH(w,W ) ⊂ qH(w, f(V )) = qH(f(V ), f(V )) = f(qG(V , V )) ⊂ f(U),

这蕴含 f(U) 是点 eH 在 H 中的开邻域.

引理 3.3.18 若 Y 是正则空间 X 的稠子空间, 那么对每一 y ∈ Y 有 χ(y, Y ) =

χ(y,X).

引理 3.3.19 若 H 是 G 中度量化的 rectifiable 子空间, 那么 H 是度量化的.

证明 由命题 3.3.1, H 是 G 的 rectifiable 子空间, 因此 H 是齐性空间. 因为

一个 rectifiable 空间是可度量化的当且仅当它是第一可数的. 因此, 只需证 H

中的点 e 在 H 中具有可数局部基. 因为 χ(e,H) ≤ ω, 所以由引理 3.3.18 有

χ(e,H) ≤ ω. 因此 H 是可度量化的.

由引理 3.3.19, 我们有下列定理.

定理 3.3.20 对任意度量化的 rectifiable空间 G, 那么它的 rectifiable完全 G̃ 是

可度量化的.
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第四章 具有代数结构的拓扑空间的 Hausdorff 紧化的

余

一个拓扑空间 X 的 Hausdorff紧化的余指的是 X 的某 Hausdorff紧化 bX

中的子空间 bX\X. 在研究 Hausdorff紧化的一个重要问题是一个 Tychonoff空

间 X 的 Hausdorff紧化的余属于什么样的空间类? M. Henriksen和 J. Isbell [9]

证明了 Tychonoff空间 X 是可数型当且仅当X 的任何 (或某一) Hausdorff紧化

的余是 Lindelöf. 这结果的取得,让拓扑学家看到研究的可能性. 近年来,著名拓

扑学家 A.V. Arhangel’skǐı 取得很多重要的成果, 特别是二岐性定理的取得: 若

G是拓扑群,那么 G的 Hausdorff紧化的余或者是伪紧的或者是 Lindelöf. 二岐

性定理的取得使拓扑学家们对该问题的可能性解决看到了曙光, 运用二岐性定

理得到了一些重要结果,具体见 [11, 12, 13, 47, 48]. 但是,对拓扑空间 Hausdorff

紧化的研究还有很多是不知道, 即使是拓扑群的 Hausdorff 紧化.

本章系统讨论了拓扑群、仿拓扑群、rectifiable 空间的 Hausdorff 紧化的

余, 肯定地回答了刘川教授与林寿教授的两个公开问题, 见 [Topology Appl.,

156(2009), 849–854] 和 [Topology Appl., 157(2010), 1966-1974]; 另外, 否定回

答了 D. Basile 和 A. Bella 的一个公开问题 [Comment. Math. Univ. Carolin.,

50(4)(2009), 607–613]. 本章部分取材于作者与沈荣鑫博士的合作文章“On rec-

tifiable spaces and paratopological groups” 和与刘川教授、导师林寿教授的合

作文章“A note on rectifiable spaces”.

§4.1 拓扑群的 Hausdorff 紧化的余的局部性质

设X 是非局部紧的拓扑群且 bX 是X 的紧化. 在 [7]中, A.V. Arhangel’skǐı

证明了若余 Y = bX \X 具有 Gδ 对角线或点可数基, 则 X 和 Y 是可分与度量

化的. 在 [47] 中, 刘川推广了 A.V. Arhangel’skǐı 的结果, 证明了若 Y 满足下列

条件 (i) 或 (ii), 则 X 和 bX 是可分与度量化的.

(i) Y = bX \X 是度量空间的商 s 映像且 Y 的 π 特征是可数的;

(ii) Y = bX \X 具有局部 Gδ 对角线.

在本节中, 我们主要讨论下列问题.

45
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问题 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \G 具有什么样的局部性质 Φ,

那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

空间 X 称为具有局部 Φ, 若对每一点 x ∈ X, 存在点 x 的开邻域 U 使得

U 具有性质 Φ.

§4.1.1 余具有可数 π 特征

本小节中,我们主要讨论拓扑群的 Hausdorff紧化的余具有可数 π 特征,这

些结果推广了 A.V. Arhangel’skǐı 和刘川的结果.

首先, 我们先给出一些技术引理.

定理 4.1.1 (Henriksen 和 Isbell [43]) 空间 X 是可数型当且仅当 X 的任何

紧化的余是 Lindelöf.

引理 4.1.2 [6] 若 X 是 Lindelöf p 空间, 那么 X 的任何余是 Lindelöf p 空间.

引理 4.1.3 [47] 设 G 是非局部紧的拓扑群. 则 G 是局部可分与度量化, 若对

每一点 y ∈ Y = bG \ G, 存在点 y 的开邻域 U(y) 使得 U(y) 中每一可数紧的

子集是可度量化且 Y 的 π 特征是可数的.

设 A 是 X 的子集族. A 称为 X 的 p 网 [19], 若对不同的点 x, y ∈ X

存在 A ∈ A 使得 x ∈ A ⊂ X − {y}. A 称为 X 的 p 基 (即, T1 点分离开覆

盖) [19], 若 A 是 X 的 p 网且 A 的每一元素是 X 的开子集. A 称为 X 的 p

亚基 [50] (在 [19] 中, p 亚基记为 X 的条件 (1.5)), 对不同的点 x, y ∈ X 存在

F ∈ A <ω 使得 x ∈ (∪F )◦ ⊂ ∪F ⊂ X−{y}. A 称为 X 的 p-k 网 [50] (在 [37]

中, p-k 网记为条件 (1.4)p), 若对 X 每一紧子集 K ⊂ X \ {y} 存在 F ∈ A <ω

使得 K ⊂ ∪F ⊂ X \ {y}.

设 P 是 X 的子集族且 A ⊂ X. 集族 P 称为 A 的邻域覆盖, 若 A ⊂
(∪P)◦. A 的邻域覆盖 P 称为极小邻域覆盖, 若对每一 P ∈ P 有 P \ {P} 不
是 A 的邻域覆盖.

引理 4.1.4 设 X 具有点可数 p 亚基. 那么 X 每一可数紧的子集是 X 中紧的、

度量化的 Gδ 子集.
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证明 设 U 是 X 的点可数的 p 亚基且设 K 是 X 的可数紧子集. 由 [19], K 是

紧的. 由 [87,引理 6],存在由 U 的有限个元素组成的可数个极小的邻域覆盖,这

可数个记为 {V(n) : n ∈ N}. 设 V (n) = ∪V(n). 那么 K ⊂ ∩{V (n) : n ∈ N}. 设
x ∈ X\K. 对每一点 y ∈ K,存在 Fy ∈ U<ω 使得 y ∈ (∪Fy)

◦ ⊂ ∪Fy ⊂ X−{x}.
因为 K 是紧的, 所以存在 ∪{Fy : y ∈ K} 的某子族是 K 的极小的有限邻域覆

盖. 从而, 我们得到族 V(n) 使得 K ⊂ V (n) = ∪V(n) ⊂ X − {x}.

引理 4.1.5 设 X 是具有局部点可数 p 亚基的 Lindelöf 空间, 那么 X 具有点可

数 p 亚基.

证明 对每一点 x ∈ X, 存在点 x 的开邻域 U(x) 使得 U(x) 具有点可数 p 亚基

Fx. 设 U = {U(x) : x ∈ X}. 因为 X 是 Lindelöf, 所以存在可数子族 U ′ ⊂ U 使
得 X = ∪U ′. 记 U ′ 为 {Uxi

: i ∈ N}. 显然, F =
∪

i Fxi
是 X 的点可数 p 亚基.

定理 4.1.6 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \G 具有局部点可数 p 亚基.

若 Y 的 π 特征是可数的, 那么 G 和 bG 是可分和度量化的.

证明 由引理 4.1.3 和 4.1.4, G 是局部可分和度量化的. 因此 G 是 p 空间, 从

而由 Henriksen 和 Isbell 定理知 Y 是 Lindelöf. 又由引理 4.1.5, Y = bG \G 具
有点可数 p 亚基.

论断: 空间 Y 具有 Gδ 对角线.

置 G = ⊕α∈∧Gα, 其中对每一 α ∈ ∧, Gα 是可分和度量的. 设 ζ = {Gα :

α ∈ ∧} 且设 F 是 bG 的点在 ζ 不是局部有限的点集合. 因为 ζ 在 G 中是离散

的, 所以 F ⊂ bG \ G. 易知 F 是紧的. 因此, 由引理 4.1.4 知 F 是可分和度量

化的, 从而 F 具有可数网.

设M = Y \F . 对每一点 y ∈M ,存在 bG中开邻域 Oy 使得 Oy∩F = ∅. 因
为 ζ 是离散的,所以 Oy 至多只与有限个 Gα相交. 设 L = ∪{Gα : Gα∩Oy ̸= ∅}.
那么 L是可分与度量的. 由引理 4.1.2, L\L是 Lindelöf p空间. 显然, L\L ⊂ Y .

因此, L \L 具有点可数 p 亚基. 因此, 由 [37] 知 L \L 是可分和度量化的, 这蕴

含 L 具有可数网. 那么 L 是可分与度量化的. 显然, Oy ⊂ L 和 Oy ∩M 是可

分与度量化的. 因此, M 是局部可分与度量化的. 由引理 4.1.4, Y 中每一个紧

子集是 Y 中的 Gδ 子集. 因为 F 是紧的且 Y 是 Lindelöf, 所以 M 是 Lindelöf.

因此, M 是可分的. 那么 M 具有可数网. 因此 Y 有可数网, 这蕴含 Y 具有 Gδ

对角线. 从而, 论断得证.



第48页 第四章 具有代数结构的拓扑空间的 Hausdorff 紧化的余

由 [7, 定理 5], G 和 bG 是可分与度量化的.

推论 4.1.7 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \G 具有点可数的 p 基. 若 Y

具有可数的 π 特征, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

推论 4.1.8 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG\G 是具有局部点可数 p-k 网

的局部 k 空间. 若 Y 具有可数的 π 特征, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 注意到若对一个 k 空间 X 具有点可数 p-k 网 P , 那么由 [37] 知 P 是 X

的点可数 p 亚基.

显然, 若 X 具有点可数的 k 网, 那么 X 具有点可数 p-k 网. 因此, 我们有

如下的定理 4.1.9, 这蕴含 [47, 定理 4].

定理 4.1.9 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G 是具有局部点可数 k 网

的局部 k 空间. 若 Y 具有可数的 π 特征, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

推论 4.1.10 [7] 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \G 是具有点可数基, 那

么 G 和 bG 是可分与度量化的.

下面, 我们考虑拓扑群的余具有局部 δθ 基.

设 B = ∪nBn 是空间 X 的开子集族, B 称为 X 的 δθ 基 [38], 若对任意点

x ∈ X 和点 x 的开邻域 U 存在 n ∈ N 和 B ∈ B 使得

(i) 1 ≤ ord(x,Bn) ≤ ω;

(ii) x ∈ B ⊂ U .

引理 4.1.11 设 X 是具有局部 δθ 基的 Lindelöf 空间, 那么 X 具有 δθ 基.

证明 对每一点 x ∈ X, 存在点 x 的开邻域 U(x) 使得 U(x) 具有 δθ 基 Bx =∪
n Bn,x. 设 U = {U(x) : x ∈ X}. 因为 X 是 Lindelöf, 所以存在可数子族

U ′ ⊂ U 使得 X = ∪U ′. 记 U ′ 为 {Uxi
: i ∈ N}. 显然, B =

∪
i,n Bn,xi

是 X 的 δθ

基.

定理 4.1.12 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若 Y = bG \G 具有局部 δθ 基, 那么

G 和 bG 是可分与度量化的.
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证明 显然, Y 是第一可数的. 由 [24, 命题 2.1], Y 的每一个可数紧的子集是 Y

中紧的、度量化 Gδ 子集. 又由引理 4.1.3, G 是局部可分与度量化的. 那么 G

是 p 空间. 因此由 Henriksen 和 Isbell 定理知 Y 是 Lindelöf. 由引理 4.1.11,

Y = bG \G 具有 δθ 基.

与定理 4.1.6 的相同记号, 由 [24, 命题 2.1] 和定理 4.1.6 的证明, 易知

F ⊂ bG \G 是紧度量化的. 又由 [38, 推论 8.3] 和引理 4.1.2, L \ L 是可分与度
量化的. 从定理 4.1.6 的证明和 [24, 命题 2.1], G 和 bG 是可分与度量化.

推论 4.1.13 [47] 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若 Y = bG \ G 是局部拟可展空
间, 那么 G 和 bG 是可分与度量化.

最后, 我们考虑拓扑群的余是局部 c 半层空间空间.

设 X 是拓扑空间. X 称为 c 半层空间 (CSS) [55], 若对 X 每一紧子集 K

和每一 n ∈ N, 那么存在 X 中开集 G(n,K) 使得:

(i) ∩{G(n,K) : n ∈ N} = K;

(ii) 对每一 n ∈ N, G(n+ 1, K) ⊂ G(n,K) 且

(iii)对X 中任意紧子集K,L满足K ⊂ L,那么对每一 n ∈ N有 G(n,K) ⊂
G(n, L).

定理 4.1.14 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G 是局部 CSS 空间. 若

Y 具有可数的 π 特征, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 由[24, 命题 3.8(c)] 和 CSS 空间的定义, 易知 Y 中的每一个可数紧子集

是 Y 中紧的、度量化 Gδ 子集. 由引理 4.1.3, G 是局部可分与度量化. 那么 G

是 p 空间. 因此 Y 是 Lindelöf. 由定理 4.1.11, 由 [24, 命题 3.5] 知 Y = bG \G
是 CSS 空间.

与定理 4.1.6 的相同记号, 由 [24, 命题 3.8] 和定理 4.1.6 的证明, 易知

F ⊂ bG \G 是紧度量化的. 由 [24, 命题 3.8], L \ L 是可分与度量化的. 由定理

4.1.6 的证明, 易知 G 和 bG 是可分与度量化的.

空间 X 称为 σ♯ 空间 [55], 若 X 具有 σ 闭包保持闭 p 网.

推论 4.1.15 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G 是局部 σ♯ 空间. 若 Y

具有可数的 π 特征, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.
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证明 由[24, 引理 3.1], 每一个 σ♯ 空间是 CSS 空间. 因此由定理 4.1.14 知 G

和 bG 是可分与度量化的.

问题 4.1.16 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若 Y = bG \ G 满足下列条件 (1) 和

(2), G 和 bG 是可分与度量化的吗?

1. 对每一点 y ∈ Y , 存在点 y 的开邻域 U(y) 使得 U(y) 的每一可数紧子集是

U(y) 的度量化的 Gδ 子集;

2. Y 具有可数的 π 特征.

§4.1.2 拓扑群的余是局部拟 Gδ 对角线或对角线的并

在本小节中, 我们先研究拓扑群的余具有局部拟 Gδ 对角线, 这推广了刘川

教授的结果; 然后我们讨论拓扑群的余是对角线的并.

称空间 X 是 Ohio 完全 [6], 若对 X 的每一紧化 bX, 存在 bX 中的 Gδ 子

集 Z 使得 X ⊂ Z 且对每一点 y ∈ Z \ X 存在包含点 y 的 Gδ 子集 Z 使得

X ∩ Z = ∅.

引理 4.1.17 设 X 是 p 空间且对 bX \X 每一紧子集是可度量化的, 那么存在

bX 的 Gδ 子集 Y 使得 X ⊂ Y 且也满足下列条件:

1. bX 在每一点 y ∈ Y \X 具有可数的局部基;

2. 若 X 是拓扑群且 Y \X ∩X ̸= ∅, 那么 X 是可度量化的.

证明 因为 X 是 p 空间, 所以由[6, 推论 3.7] 知 X 是 Ohio 完全. 那么存在 bX

的 Gδ 子集 Y 使得 X ⊂ Y 且 y ∈ Y \X 的每一点存在包含点 y 的 Gδ 子集 Z

使得 X ∩ Z = ∅. 现在证 Y 满足下列条件 (1) 和 (2).

(1) 由 Y 的取法, 易证得对每一点 y ∈ Y \X 存在 bX 的 Gδ 子集 C 使得

y ∈ C ⊂ Y \X ⊂ bX \X. 因为 C 是紧的, 所以紧子集 C 是可度量化. 因此, y

是 bX 的 Gδ 点, 从而 bX 在点 y 具有可数基.

(2) 取点 a ∈ Y \X ∩ X. 因为 X 是 p 空间, 所以存在 X 紧子集 F 使得

a ∈ F 且 F 在 X 中具有可数邻域基. 因为 X 是 bX 的稠子集, 所以 F 在 bX

中具有可数开邻域基 ϕ = {Un : n ∈ ω}. 又因为 a ∈ Y \X, 所以对每一 n ∈ ω
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可取定 bn ∈ Un ∩ (Y \X). 显然, 存在序列 {bn} 的极限点 c ∈ F . 由 (1), 对每

一 n ∈ ω, bX 在点 bn 具有可数局部基, 取定 bX 在点 bn 的可数局部基 ηn. 那

么 ∪{ηn : n ∈ ω} 是 bX 在点 c 的可数 π 基. 因为 c ∈ X 且 X 是 bX 的稠子

集, 所以 X 在点 c 具有可数 π 基. 又因为 X 是拓扑群, 所以 X 是可度量化.

定理 4.1.18 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若 Y = bG \G 具有拟 Gδ 对角线, 那

么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 显然, Y 具有可数特征. 由 [8, 定理 5.1], G 是仿紧 p 空间或 Y 是第一可

数的.

情况 1: 空间 Y 是第一可数的.

由 [24, 命题 2.3], Y 的每一可数紧的子集是紧的、度量化的 Gδ 子集. 因为

具有拟 Gδ 对角线的 Lindelöf p 空间是可度量化的 [44, 推论 3.6], 所以由定理

4.1.6 的证明易知 G 和 bG 是可分与度量化的.

情况 2: 空间 G 是仿紧 p 空间.

由[6, 推论 3.7], G 是 Ohio 完全的. 因此, 存在 bG 的 Gδ 子集 X 使得

G ⊂ X 且每一点 x ∈ X \G 能用 X 的 Gδ 子集分离 G. 设 M = X \G. 那么

由引理 4.1.17, bG 在每一点 y ∈M 具有可数局部基.

子情况 1: M ∩G = ∅. 那么 X \M = G. 因此 G是 bG的 Gδ 子集. 从而 Y

是 σ 紧的. 因为 Y 具有局部拟 Gδ 对角线, 所以由 [24, 命题 2.3] 知 Y 的每一

紧子空间是可分与度量化的. 因此 Y 是可分的. 因为 Y 和 G 是 bG 的稠子集,

所以 G 的 souslin 数是可数的. 又因为 G 是仿紧的, 所以空间 G 是 Lindelöf.

因此, G 是 Lindelöf p 空间, 那么由引理 4.1.2 知 Y 是 Lindelöf p 空间. 因为 Y

具有拟 Gδ 对角线, 所以由 [44, 推论 3.6] 知 Y 是度量化的. 从而 Y 具有 Gδ 对

角线. 因此, 由 [7, 定理 5] 知 G 和 bG 是可分与度量化的.

子情况 2: M ∩G ̸= ∅. 由引理 4.1.17, G 是可度量化的.

子情况 2(a): G是局部可分的. 由 [24, 命题 2.3]和定理 4.1.6的证明, G和

bG 是可分与度量化的.

子情况 2(b): G 是无处局部可分的. 取定 G 的一个基 B = ∪{Un : n ∈ N}
使得每一 Un 在 G 中是离散的. 对每一 n ∈ N, 设 Fn 是 Un 在 bG 中的所有聚

点. 置 Z = ∪{Fn : n ∈ N}. 那么 Z 是 Y 的稠子集且由 [7,命题 4]知 Z 是 σ 紧

的. 因为具有拟 Gδ 对角线的紧空间是可分与度量化 [24, 命题 2.3], 所以 Z 具
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有可数网. 又因为 G 是无处局部紧的, 所以 Y 是 bG 的稠子集, 从而 Z 是 bG

的稠子集. 因此, bG 是可分的, 这蕴含 G 的 Souslin 数是可数的. 因为 G 是可

度量化的, 所以 G 是可分的. 由引理 4.1.2, Y 是 Lindelöf p 空间. 因此, Y 是可

度量化的 [44, 推论 3.6]. 那么 Y 是可分与度量化的, 这蕴含 G 和 bG 可分与度

量化的.

引理 4.1.19 设 X 是具有局部拟 Gδ 对角线的 Lindelöf 空间, 那么 X 具有拟

Gδ 对角线.

证明 对每一点 x ∈ X,存在点 x 的开邻域 U(x) 使得 U(x) 具有拟 Gδ 对角线.

那么 U = {U(x) : x ∈ X} 是 X 的开覆盖. 因为 X 是 Lindelöf 空间, 所以存

在可数子族 V ⊂ U 使得 X = ∪V . 记 V 为 {Un : n ∈ N}. 对每一 n ∈ N, 设

{Unk}k∈N 是 Un 的拟 Gδ 对角线序列. 设 F = {Unk}n,k∈N. 那么 F 是 X 的拟

Gδ 对角线序列.

事实上, 对不同点 x, y ∈ X, 存在 n ∈ N 使得 x ∈ Un.

如果 y ̸∈ Un, 那么 x ∈ Un ⊂ X − {y}. 因为 {Unk}k∈N 是 Un 的拟 Gδ 对角

线序列, 所以存在 k ∈ N 使得 x ∈ ∪Unk. 因此, x ∈ st(x,Unk) ⊂ ∪Unk ⊂ Un ⊂
X − {y}.

如果 y ∈ Un, 那么 x ∈ Un −{y} ⊂ X −{y}. 因为 {Unk}k∈N 是 Un 的拟 Gδ

对角线序列, 所以存在 k ∈ N 使得 x ∈ st(x,Unk) ⊂ Un − {y} ⊂ X − {y}.

因此, F 是 X 的拟 Gδ 对角线序列.

定理 4.1.20 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若 Y = bG \ G 具有局部的拟 Gδ 对

角线, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 由 [24, 命题 2.1 和 2.5] 和引理 4.1.3, G 是局部可分与度量化的, 那么 Y

是 Lindelöf 空间. 由引理 4.1.19, Y 具有拟 Gδ 对角线. 那么由定理 4.1.18 知 G

和 bG 是可分与度量化的.

空间 X 称为具有 Wδ 对角线, 若存在 X 的基序列 (Bn) 使得对任意 x ∈
Bn ∈ Bn 且 (Bn) 在包含关系下是递减的, 那么 {x} = ∩{Bn : n ∈ ω}.

问题 4.1.21 是否存在拓扑群 G 使得 Y = bG \G 具有 Wδ 对角线, 但 G 不是

可分与度量化的?
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推论 4.1.22 [47] 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若 Y = bG \ G 具有局部 Gδ 对

角线, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

下面, 我们研究拓扑群的余是 Gδ 对角线的并.

引理 4.1.23 设 G 是非局部紧的拓扑群. 若存在点 a ∈ Y = bG \ G 使得 {a}
是 Y 的 Gδ 子集, 那么下列至少一个成立:

1. G 是仿紧的 p 空间;

2. Y 在某一点具有可数局部基.

证明 设点 a 不是 Y 第一可数点. 因为 a 是 Y 的 Gδ 点, 所以 bG 中存在紧子

集 F 使得 F 在 bG 中具有可数邻域基使得 {a} = F ∩ (bG \ G). 又因为 Y 在

点 a 不是第一可数点, 所以 F \ {a} ̸= ∅. 因此, bG 中存在非空紧子集 B ⊂ F

使得 B 在 bG 中具有可数邻域基. 显然, B ⊂ G. 从而, G 是可数型 [70]. 因此,

G 是仿紧的 p 空间 [70].

引理 4.1.24 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G = Y1 ∪ Y2, 其中 Y1 和

Y2 具有可数伪特征. 若 Y1 和 Y2 至多一个是 bG 的稠子集, 那么下列至少一个

成立:

1. G 是仿紧 p 空间;

2. Y 在某一点具有可数局部基.

证明 不失一般性, 不妨设 Y1 ̸= bG. 设 U = bG \ Y1. 那么 V = U ∩ Y =

U ∩ Y2 ̸= ∅. 那么 V 是 Y 的开子集且 V 中每一点是 Gδ 点. 由引理 4.1.23, 证

明完成.

定理 4.1.25 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G = Y1 ∪ Y2, 其中 Y1 和

Y2 具有可数伪特征. 若 Y1 和 Y2 是 Ohio 完全的, 那么下列至少一个成立:

1. G 是仿紧 p 空间;

2. Y 在某一点具有可数局部基.
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证明 情况 1: Y1 ̸= bG 或 Y2 ̸= bG.

由引理 4.1.24, 易证得.

情况 2: Y1 = bG 且 Y2 = bG.

显然, bG是 Y1 和 Y2 的 Hausdorff紧化. 因为 Y1 和 Y2 是 Ohio完全的, 所

以存在 Gδ 子集 X1 和 X2 各自满足 Ohio 完全的定义.

情况 2(a): Y1 = X1 且 Y2 = X2.

那么 Y 具有可数伪特征. 由 [8, 定理 5.1], 证明完成.

情况 2(b): Y1 ̸= X1 或 Y2 ̸= X2.

不失一般性, 不妨设 Y1 ̸= X1. 若 (X1 \ Y1) ∩ Y2 ̸= ∅, 那么对每一 y ∈
(X1 \ Y1)∩ Y2 存在紧子集 C 使得 y ∈ C 且 C ∩ Y1 = ∅. 显然, y 是 Y 的 Gδ 点.

由引理 4.1.23, 证明完成. 若 (X1 \ Y1) ∩ Y2 = ∅, 那么 bG 中存在具有可数邻域

基的紧子集 C ⊂ G. 从而 G 是可数型 [70]. 因此, G 是仿紧 p 空间 [70].

具有 Gδ 对角线的空间是 Ohio 完全 [5]. 因此, 由定理 4.1.25, 我们有下列

的结果.

定理 4.1.26 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G = Y1 ∪ Y2, 其中 Y1 和

Y2 具有 Gδ 对角线. 那么下列至少一个成立:

1. G 是仿紧 p 空间;

2. Y 在某一点具有可数局部基.

问题 4.1.27 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \G =
∪i=n

i=1 Yi, 其中每一 Yi

具有 Gδ 对角线. 那么 G 是仿紧 p 空间或 Y 在某一点具有可数局部基吗?

问题 4.1.28 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG\G = Y1 ∪Y2, 其中 Y1 和 Y2

具有拟 Gδ 对角线. 那么 G 是仿紧 p 空间或 Y 在某一点具有可数局部基吗?

§4.1.3 拓扑群的余是局部 BCO 和局部遗传的 D 空间

空间 X 具有可数序的基 (BCO) [38], 若存在 X 的基序列 {Bn} 使得对任
意 x ∈ bn ∈ Bn 且 (bn) 是递减的, 那么 {bn : n ∈ N} 是点 x 的局部基.

空间 X 称为 ω-bounded, 若 X 的每一可数子集的闭包是紧的.

首先, 我们研究刘川教授在 [47] 提出的下列问题.
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问题 4.1.29 [47] 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G 具有 BCO, G 和

bG 是可分与度量化吗?

下面我们给问题 4.1.29 的一个部分回答.

定理 4.1.30 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G 具有 BCO. 若 Y 是

Ohio 完全的, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 因为 Y 是 Ohio 完全的, 所以 G 是仿紧 p 空间或 σ 紧空间 [6, 定理 4.3].

情况 1: 空间 G 是仿紧 p 空间.

因为 G 是 p 空间, 所以 Y 是 Lindelöf. 因此, Y 是可展的 [38, 定理 6.6].

那么由定理 4.1.20 知 G 和 bG 是可分与度量化的.

情况 2: 空间 G 是 σ 紧空间.

我们称 G 是可度量化的. 设 G 是不可度量化的. 那么 Y 是 ω-bounded [8,

定理 3.12]. 因为 G 是 σ 紧的拓扑群, 所以由 [81, 推论 2] 知 G 的 Souslin 数

c(G) 是可数的. 因此, c(bG) ≤ ω. 因为 G 是非局部紧的, 所以 Y 是 bG 的稠子

集. 那么 c(Y ) ≤ ω. 又因为 Y 是 Čech 完全的, 所以存在稠子空间 Z ⊂ Y 使

得 Z 是仿紧的且是 Y 的 Čech 完全子空间 [73]. 那么 Z 是具有 BCO 的仿紧

空间. 因此, Z 是可度量化的 [38, 定理 1.2 和 6.6]. 因为 c(Y ) ≤ ω 和 Z 是 Y

的稠子集, 所以 c(Z) ≤ ω. 从而, Z 是可分的. 由于 Y 是 ω-bounded, 从而是紧

的. 因此, G 是局部紧的, 矛盾. 那么 G 是可度量化的. 那么由情况 1 知 G 和

bG 是可分与度量化的.

定理 4.1.31 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \ G 具有 BCO. 若 G 是 Σ

空间, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 由 [15, 定理 2.8], Y 的每一个紧子空间在 Y 具有可数特征. 因为 G 是非

局部紧, 所以 Y 也是 bG 的稠子空间. 因此, G 是 Lindelöf 空间. 若 G 是 σ 紧

空间, 那么由定理 4.1.30 的证明中的情况 2 知 G 和 bG 是可分与度量化的. 因

此, 设 G 是非 σ 紧的. 因为 G 是 Lindelöf Σ 空间, 所以由 [8, 定理 4.2] 的证明

知 G 是 Lindelöf p 空间. 那么由定理 4.1.30 的证明中的情况 1 知 G 和 bG 是

可分与度量化的.

最后, 我们研究拓扑群的余是局部遗传的 D 空间.
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定理 4.1.32 设 G 是拓扑群. 若对每一 y ∈ Y = bG \ G, 存在点 y 的开邻域

U(y) 使得 U(y) 中每一 ω-bounded 子集是紧的, 那么下列至少一个成立:

1. G 是可度量化的;

2. bG 能连续满映入 Tychonoff 方体 Iω1.

证明 情况 1: 空间 G 是局部紧的.

若 G是不可度量化的, 那么 G包含一个拷贝 Dω1 , 其中D 是两点的离散空

间. 因为 G 是正规的, 所以 G 能连续满映入 Tychonoff 方体 Iω1 .

情况 2: 空间 G 不是局部紧的.

显然, G 和 Y 是 bG 的稠子集. 设条件 (2) 不成立. 设 A 是 bG 中的所有

点 x ∈ bG 使得点 x 的 π 特征在 bG 中是可数的, 那么由 Šapirovskǐı 在 [74] 的

结果知 A 是 bG 的稠子集. 因为 G 是 bG 的稠子集, 所以每一点 A ∩ G 在 G

中的 π 特征是可数的.

子情况 2(a): A ∩G ̸= ∅.

因为 G 是拓扑群, 所以 G 是第一可数的, 这蕴含 G 是可度量化的.

子情况 2(b): A ∩G = ∅.

显然, A ⊂ Y . 对每一 y ∈ Y , 存在点 y 在 Y 中的开邻域 U(y) 使得 U(y)

中每一 ω-bounded 子集是紧的. 显然, A ∩ U(y) 是 U(y) 中的稠子集. 此外, 易

知 A∩U(y)是 U(y)的 ω-bounded子集. 因此, A∩U(y)是紧的. 因为 A∩U(y)

是 U(y) 中的稠子集, A ∩ U(y) = U(y). 从而 Y 是局部紧的, 矛盾.

空间 X 的邻域分配 是一个从 X 到 τ(X) 的函数 φ 满足对每一 x ∈ X 有

x ∈ φ(x). 空间 X 称为 D 空间 [29], 若对任意一个邻域分配 φ, 存在 X 一个闭

的离散子集 D 使得 X =
∪

d∈D φ(d).

易知每一个可数紧的 D 空间是紧的. 因此, 由定理 4.1.32 有下列结果.

定理 4.1.33 设 G 是拓扑群. 若 Y = bG \G 是局部遗传的 D 空间, 那么下列

至少一个成立:

1. G 是可度量化的;

2. bG 能连续满映入 Tychonoff 方体 Iω1.
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§4.2 仿拓扑群的 Hausdorff 紧化的余

在本节中, 我们主要讨论仿拓扑群的 Hausdorff 紧化的余, 得到了仿拓扑群

的 Hausdorff 紧化的余的二岐性定理, 并且肯定第回答了刘川和林寿关于拓扑

群的 Hausdorff 紧化的余的两个问题, 见 [47, 48].

§4.2.1 仿拓扑群的 Hausdorff 紧化的余的二岐性

空间 X 称为 Baire, 若 X 的可数个开的稠子集的交也是稠的. 此外, 空间

X 称为 meager, 若 X 能表示成可数个无处稠子集的并.

定理 4.2.1 [9] 若 G 是拓扑群, 那么 G 的紧化的余或者是伪紧的或者是 Lin-

delöf.

定理 4.2.2 [12] 设 G 是非局部紧的拓扑群. 那么 G 的每一个紧化的余或者具

有 Baire 性质, 或者是 σ 紧的.

此外, D. Basile 和 A. Bella 证明了下面关于齐性空间的二岐定理:

定理 4.2.3 [18] 齐性空间的紧化的余或者具有 Baire 或者是 meager 且 real-

compact.

在 [18] 中, D. Basile 和 A. Bella 提出了如下问题.

问题 4.2.4 [18] 设 X 是齐性空间且 bX 是 X 的紧化, 那么 bX \X 或者是伪
紧或者是 realcompact 和 meager 吗?

在 [18], D. Basile 和 A. Bella 证明了 Arhangel’skǐı 的二岐定理不能推广到

齐性空间. 在 [13], Arhangel’skǐı 给出例子说明定理 4.2.1不能推广到仿拓扑群.

自然地, 我们有下列两问题:

问题 4.2.5 仿拓扑群的紧化的余具有什么样的二岐性?

问题 4.2.6 定理 4.2.2 的二岐性能推广到仿拓扑群吗?
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下面我们将证明每一个仿拓扑群 G 的紧化的余或者是具有 Baire 性质或

者是 meager且 Lindelöf,这是对问题 4.2.5的一个回答.此外,我们对问题 4.2.6

给出一个部分回答. 最后, 我们将对问题 4.2.4 给出否定回答.

首先, 我们给出一个引理.

引理 4.2.7 [13] 设 G 是仿拓扑群. 若 G 存在非空具有可数特征的紧子集, 那

么 G 是可数型的.

现在, 我们给仿拓扑群的紧化的余的一个二岐定理.

定理 4.2.8 设 G 是非局部紧的仿拓扑群, 那么 G 的每一个余或具有 Baire 性

质或是 meager 和 Lindelöf.

证明 设 bG 是 G 的紧化使得其余Y = bG \ G 不具有 Baire 性质. 下面, 我们

将证 Y 是 Lindelöf 和 meager.

因为 Y 不具有 Baire 性质, 所以存在 Y 中可数开子集族 {Un : n ∈ N} 使
得 ∩{Un : n ∈ N} 不是 Y 的稠子集. 又因为 G 是无处局部紧的, 所以 Y 是

bG 中的稠子集. 对每一 n ∈ N, 存在 bG 中的开子集 Vn 使得 Un = Vn ∩ Y . 设

γ = {Vn : n ∈ N}. 因此,存在 bG中的非空的开子集 U 使得 (∩γ)∩(U ∩Y ) = ∅.
由 [32, 定理 3.9.6], Z = (∩γ)∩ (U ∩G) = (∩γ)∩U 是 U ∩G 中 Čech 完全子空

间. 众所周知, 每一个 Čech 完全空间是可数型的. 因为 Z 是 Čech 完全的, 所

以 Z 中存在具有可数特征的非空紧子集 F . 又 Z 是开子空间 U ∩G 的稠子集,

所以 F 在 U ∩G 中具有可数特征 [10]. 因为 U ∩G 是 G 中的开集, 所以 F 在

G 中具有可数特征. 显然, F 是 G 中的紧子集. 因此, 由引理 4.2.7 知 G 是可

数型的. 因此, Y 是 Lindelöf. 此外, 由定理 4.2.3 知 Y 是 meager. 证明完成.

注记 一个非局部紧的仿拓扑群 G的紧化的余 Y 不可能同时具有 Baire性

质又是 Lindelöf 和 meager. 事实上, 易知一个空间不具有 Baire 性质当且仅当

存在某非空开 meager 子集. 因此, 我们有下列两推论.

推论 4.2.9 设空间 X 不具有 Baire 性质和 meager 性质, 那么 X 不是任意仿

拓扑群的紧化的余.

推论 4.2.10 设 X 不具有 Baire 性质也不是 Lindelöf 空间, 那么 X 不是任意

仿拓扑群的紧化的余.
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注记 D. Basile 和 A. Bella 证明了存在一个齐性空间使得其某 Hausdorff

紧化的余不具有 Baire 性质的非 Lindelöf 空间, 见 [18, 例3.3]. 因此, 定理 4.2.8

不能推广到齐性空间. 然而, 我们有下列问题.

问题 4.2.11 设 X 是非局部紧的半拓扑群或拟拓扑群且 bX 是 X 的紧化. 那

么 bX \X 具有 Baire 性质或者是 Lindelöf 且 meager 吗?

由定理 4.2.8, 我们得到如下两个推论. 首先, 我们证明 Arhangel’skǐı’s 的二

岐定理 4.2.2 能够推广到 k-gentle 仿拓扑群, 这给问题 4.2.6 一个部分回答.

空间 X 到 Y 的满射 f 称为 k-gentle [13], 若对 X 的每一紧集, 则 f(F ) 也

是 Y 的紧集. 半拓扑群 G 称为 k-gentle [13], 若逆映射 (x 7→ x−1,∀x ∈ G) 是

k-gentle.

引理 4.2.12 [13] 设 G 是 k-gentle 仿拓扑群且某紧化的余是 Lindelöf, 那么 G

是拓扑群.

推论 4.2.13 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群, 那么 G 的紧化的余或者

具有 Baire 性质或者是 σ 紧的.

证明 设 bG 是 G 的紧化且置 Y = bG \ G. 由定理 4.2.8, Y 具有 Baire 性质

或者具有 meager 性质的 Lindelöf 空间. 设 Y 不具有 Baire 性质. 那么 Y 是

Lindelöf, 因此由引理 4.2.12 知 G 是拓扑群. 由定理 4.2.2, Y 是 σ 紧的.

由 [9], 拓扑群的某紧化的余是亚紧的当且仅当余是 Lindelöf 当且仅当余是

realcompact. 因此, 我们有下列的问题.

问题 4.2.14 设 G 是非局部紧的仿拓扑群且 Y = bG \G. 则下列条件等价吗?

1. Y 是亚紧的;

2. Y 是 Lindelöf;

3. Y 是 realcompact.

空间 X 称为亚紧的,若对 X 每一开覆盖具有点有限的开加细的覆盖.空间

X 称为 ccc, 若每一不相交的开集族是可数的.
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引理 4.2.15 [20] ccc 且 Baire 的空间中每一点有限的开集族是可数的.

下列推论给问题 4.2.14 一个部分回答.

推论 4.2.16 设 G 是非局部紧的仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 是具有 ccc 的

亚紧空间, 那么 Y 是 Lindelöf.

证明 由定理 4.2.8, Y 或者具有 Baire 性质或者具有 meager 性质的 Lindelöf

空间. 设 Y 具有 Baire 性质. 那么由引理 4.2.15 知 Y 是 Lindelöf. 因此, Y 是

Lindelöf 空间.

最后, 我们给问题 4.2.4 一个否定回答.

例 4.2.17 存在仿拓扑群 X 使得某 Hausdorff 紧化 bX 的余不是伪紧的也不具

有 meager 性质.

证明 设 Z = X ∪ Y 是 P. S. Alexandroff 和 P. S. Urysohn 的双箭空间 [32, 练

习 3.10. C], 其中 X = {(x, 0) : 0 < x ≤ 1} 和 Y = {(x, 1) : 0 ≤ x < 1}. 空间 X

同胚于 Sorgenfrey line, 见 [32, 例1. 2. 2]. Z 是 Sorgenfrey line X 的 Hausdorff

紧化且余 Y 仍然是同胚于 Sorgenfrey line. 此外, Y 上存在一个交换群的自然

结构使得乘法 (u, v) 7→ u · v 是连续, 即, 空间 Y 允许一个仿拓扑群结构. 例如,

设 u = (x, 1) 且 v = (y, 1) 是 Y 中的两点, 若 x+ y < 1, 那么 u · v = (x+ y, 1);

若 x+ y ≥ 1, 那么 u · v = (x+ y− 1, 1). 但是 Sorgenfrey line 不是伪紧空间; 否

则, 因为 Sorgenfrey line 是 Lindelöf 空间, 从而是紧的, 矛盾. 此外, 因为 X 具

有 Baire 性质 [16], 所以 X 不具有 meager 性质. 因此, Y 不是伪紧且也不具有

meager 性质.

注记 由例 4.2.17, 在问题 4.2.4 中若用“仿拓扑群” 取代“齐性空间”, 则问

题 4.2.4 仍然是否定.

§4.2.2 k-gentle 仿拓扑群的 Hausdorff 紧化

本小节,我们主要研究 k-gentle仿拓扑群的紧化,回答了刘川和林寿关于拓

扑群的紧化的余的两个问题, 见 [47, 48].

引理 4.2.18 [13] 设 G 是 k-gentle 仿拓扑群, 那么 G 的每一紧化的余或者是伪

紧的或者是 Lindelöf.



§4.2 仿拓扑群的 Hausdorff 紧化的余 第61页

引理 4.2.19 [13] 设 G 是 k-gentle 仿拓扑群使得某 Hausdorff 紧化的余是 Lin-

delöf, 那么 G 是拓扑群.

定理 4.2.20 设 G 是仿拓扑群且 Y = bG \ G 是 G 的余. 若 Y 具有可数伪特

征, 那么下列至少一个成立:

1. 空间 G 是可数型;

2. 空间 Y 是第一可数的.

证明 设 Y 不是第一可数空间. 那么存在点 y0 ∈ Y 使得 Y 在点 y0 不具有可

数的局部基. 因为 Y 具有可数的伪特征, 所以 y0 是 Y 的 Gδ 点. 因此存在 bG

中的紧子集 F 使得 F 在 bG 中具有可数的邻域基且 F ∩ (bG \ G) = {y0}. 又
Y 在点 y0 不具有可数的局部基, 从而 F \ {y0} ≠ ∅. 那么存在非空的紧子集
B ⊂ F 使得 B 在 bG 中具有可数的邻域基且 y0 ̸∈ B. 显然 B ⊂ G. 由 [13, 命

题 4.1], G 是可数型的.

定理 4.2.21 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \ G 是 G 的

Hausdorff 紧化的余. 若果 Y 具有局部正则的 Gδ 对角线, 那么 G 是一个拓扑

群, 从而 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

证明 显然, 因为 G 是非局部紧的, 所以 Y 是无处局部紧的. 由引理 4.2.18, Y

是伪紧的或者是 Lindelöf.

论断: 空间 Y 是 Lindelöf.

若不然, 设 Y 是伪紧的. 因为 Y 具有局部正则 Gδ 对角线, 所以对每一

y ∈ Y 存在点 y 的开邻域 Uy 使得 Uy 具有正则 Gδ 对角线. 显然, 由 Y 是伪紧

的, 那么 Uy 是伪紧的. 对每一 y ∈ Y , Uy 是可度量化的, 从而 Uy 是紧的. 那么

Y 是局部紧的, 矛盾.

由引理 4.2.19 和论断, G 是拓扑群. 因此, 由 [7] 知 G, bG 和 Y 是可分与

度量化的.

推论 4.2.22 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 具有

正则 Gδ 对角线, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.
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定理 4.2.23 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 具有

局部 σ 点有限基, 那么 G 是一个拓扑群; 因此, G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

证明 由引理 4.2.18, Y 是伪紧的 Lindelöf 空间.

设 Y 是伪紧的. 因为 Y 具有局部的 σ 点有限基, 所以对每一 y ∈ Y , 存在

点 y 在 Y 中的开邻域 Uy 使得 Uy 具有 σ 点有限基. 显然, 由于 Y 是伪紧的,

从而 Uy 是伪紧的. 对每一点 y ∈ Y , Uy 是度量化的 [84]; 因此, Uy 是紧的. 那

么 Y 是局部紧空间, 矛盾. 那么 Y 是 Lindelöf.

由引理 4.2.19, G 是拓扑群. 因此, 由定理 4.1.6 知 G, bG 和 Y 是可分与度

量化的.

推论 4.2.24 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 具有

局部一致基, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

问题 4.2.25 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 具有

点可数基, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的吗?

问题 4.2.26 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 具有

Gδ 对角线, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的吗?

下面, 我们给问题 4.2.25 一个部分回答.

定理 4.2.27 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 具有

Gδ 对角线和点可数基, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

证明 因为 Y 具有 Gδ 对角线, 所以 G 或者是 σ 紧的或者是可数型的 [13].

情况 1: 空间 G 是可数型的.

那么 Y 是 Lindelöf, 从而由引理 4.2.19 知 G 是拓扑群. 因此, G, bG 和 Y

是可分与度量化的 [7].

情况 2: 空间 G 是 σ 紧的.

显然, c(G) ≤ ω, 从而 c(bG) ≤ ω. 因为 Y 是 bG 的稠子集, 所以 c(Y ) ≤ ω.

因为 Y 是 Čech 完全, 所以 Y 中存在仿紧的 Čech 完全的稠子集 Z. 又 Z 具

有点可数基, 那么 Z 是可度量化的 [38, 推论 7.10]. 由于 Z 是 Y 的稠子集, 所

以 c(Z) ≤ ω. 那么 Z 是可分的且 Y 也是可分的. 由于 Y 是具有点可数基的可

分空间, 所以 Y 有可数基. 因此, Y 是 Lindelöf. 由引理 4.2.19, G 是拓扑群. 因

此, G, bG 和 Y 是可分与度量化的 [7].
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定理 4.2.28 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 是局

部正规和具有局部 Gδ 对角线, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

证明 由引理 4.2.18, Y 或者是伪紧的或者是 Lindelöf.

情况 1: 空间 Y 是伪紧的.

对每一点 y ∈ Y , 因为 Y 是局部正规和具有局部 Gδ 对角线, 所以存在点 y

的开邻域 U 使得 U 是具有 Gδ 对角线的正规空间. 那么 U 是伪紧的, 从而 U

是可数紧与度量化的. 因此, Y 是局部紧的. 由定理 4.2.27, G, bG 和 Y 是可分

与度量化的.

情况 2: 空间 Y 是 Lindelöf.

由引理 4.2.19, G 是拓扑群. 因为 Y 具有局部的 Gδ 对角线, 所以 G, bG 和

Y 是可分与度量化的 [47].

定理 4.2.29 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 是具

有 sharp 基的 c.c.c 空间, 那么 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

证明 由引理 4.2.18, Y 或者是伪紧的或者是 Lindelöf.

情况 1: 空间 Y 是伪紧的.

因为一个具有 sharp 基的伪紧且 c.c.c 的空间是可度量化的 [4], 那么由定

理 4.2.27 知 G, bG 和 Y 是可分与度量化的.

情况 2: 空间 Y 是 Lindelöf.

由引理 4.2.19, G 是拓扑群. 因为 Y 具有 sharp 基, 所以 Y 具有点可数基

[4]. 因此, G, bG 和 Y 是可分与度量化的 [7].

下面我们考虑 [47] 和 [48] 中的两个问题, 并给予肯定的回答.

问题 4.2.30 [47, 问题 6] 设 G 是非局部紧的拓扑群, 若 Y = bG\G 是度量空
间的商 s 映象, 那么 G 和 bG 是可分与度量化吗?

问题 4.2.31 [48, 问题 5.2] 设 G 是非局部紧的拓扑群, 若 Y = bG\G 具有点
可数弱基, 那么 G 和 bG 是可分与度量化吗?

首先, 我们给出一些技术引理.
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引理 4.2.32 设 G 是 k-gentle 仿拓扑群. 那么 G 是 Lindelöf 空间当且仅当存

在 G 的紧化 bG 使得对 Y = bG \ G 中的任意紧子集 F 存在紧子集 L 使得

F ⊂ L 且 L 是 Y 的 Gδ 子集.

证明 若 G 是 Lindelöf, 那么由定理 4.1.1 知 Y 是可数型的. 因此, 我们只需证

明充分性. 由引理 4.2.18, Y 或者是伪紧的或者是 Lindelöf.

情况 1: 空间 Y 是 Lindelöf.

由引理 4.2.19, G 是拓扑群且 G 是仿紧的 p 空间. 因此, 由 [11, 引理 2.3]

知 G 是 Lindelöf.

情况 2: 空间 Y 是伪紧的.

对 Y 中每一紧子集 F , 存在紧子集 L 使得 F ⊂ L 且 L 是 Y 的 Gδ 子集.

因为 Y 是伪紧的, 所以 Y 中紧子集 L 具有可数开邻域基, 从而 Y 是可数型的.

由定理 4.1.1, G 是 Lindelöf.

空间 X 是子可数型的 [11], 若对 X 的每一紧子集 F , 那么 X 中存在紧 Gδ

子集 K 使得 F ⊆ K.

定理 4.2.33 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \ G. 那么下列

条件等价:

1. 空间 Y 是子可数型的;

2. 空间 Y 是可数型的.

证明 由引理 4.2.32 和定理 4.1.1, 知道定理成立.

空间 X 称为 κ 完备的 [11], 若 X 的每一紧子空间 F 是 Gδ 集.

定理 4.2.34 设 G 是非局部紧的 k-gentle 仿拓扑群且 Y = bG \G. 若 Y 是 κ

完备的, 那么 Y 是第一可数的.

证明 由定理 4.2.33, Y 是可数型的. 因为 Y 中每一点是 Gδ 点, 所以 Y 是第一

可数的.

引理 4.2.35 设 X 是具有点可数 k 网的 k 空间, 那么 X 的每一可数紧子集是

紧的、度量化的 Gδ 子集.
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证明 设 U 是 X 的点可数 k 网且 K 是 X 的可数紧子集. 由 [19], 那么 K 是

紧的. 由 [37], 对不同点 x, y ∈ X, 存在有限子族 F ⊂ U 使得 x ∈ (∪F )◦ ⊂
∪F ⊂ X − {y}. 根据 [87, 引理 6], 由 U 的有限个元素组成 K 的极小的邻域

覆盖是可数的, 这可数个极小邻域覆盖记为 {V (n) : n ∈ N}. 对每一 n ∈ N, 设

V (n) = ∪V (n). 那么 K ⊂ ∩{V (n) : n ∈ N}. 设 x ∈ X \K. 对每一点 y ∈ K,

存在 Fy ∈ U <ω 使得 y ∈ (∪Fy)
◦ ⊂ ∪Fy ⊂ X − {x}. 因为 K 是紧的, 所以存

在 ∪{Fy : y ∈ K} 的子族使得该子族是 K 的极小的有限的邻域覆盖. 因此, 我

们得到某一子族 V (n) 使得 K ⊂ V (n) = ∪V (n) ⊂ X − {x}.

如果空间 X 是度量空间的商 s 映象或者具有点可数弱基, 那么 X 是具有

点可数 k 网的 k 空间, 分别见 [37] 和 [52]. 因此, 下列定理给问题 4.2.30 和

4.2.31 的一个肯定回答.

定理 4.2.36 设 G 是非局部紧的拓扑群且 Y = bG \G 是具有局部点可数 k 网

的局部 k 空间, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

证明 论断: 空间 Y 是 κ 完备的.

设 F 是 Y 的紧子集. 对每一 y ∈ Y , 存在点 y 的开邻域 Uy 使得 Uy 是

具有点可数 k 网的 k 空间. 因为 F 是紧的, 所以存在有限子集 A ⊂ F 使

得 F ⊂
∪

y∈A Uy. 不失一般性, 记 {Uy : y ∈ A} 为 {Uy1 , · · · , Uym}. 那么
{Uyi

∩F : i = 1, · · · ,m}是 F 的相对开覆盖.对每一 1 ≤ i ≤ m, 存在闭子集 Fi

使得 Fi ⊂ Uyi
且 F =

∪i=m
i=1 Fi. 对每一 1 ≤ i ≤ m,由引理 4.2.35知 Fi是 Gδ 集,

因此存在 Uyi
中的开子集序列 {Vin} 使得 Fi =

∩n=∞
n=1 Vin. 置 Wn =

∪i=m
i=1 Vin.

那么 F =
∩∞

n=1Wn. 事实上, 显然 F ⊂
∩∞

n=1Wn. 我们只需证
∩∞

n=1Wn ⊂ F .

若不然, 设 x ∈
∩∞

n=1Wn \ F . 对每一 1 ≤ i ≤ m, 因为 x ̸∈ Fi, 所以存在 ki ∈ N
使得 x ̸∈ Viki

. 设 l = max{ki : 1 ≤ i ≤ m}, 那么 x ̸∈
∪m

i=1 Vil = Wl, 这与

x ∈ Wl 矛盾.

由论断和定理 4.2.34, Y 是第一可数的. 因此, 由定理 4.1.9 知 G 和 bG 是

可分与度量化的.

§4.3 rectifiable 空间的 Hausdorff 紧化的余

拓扑学家 A.V. Arhangel’skǐı 和 M.M. Choban 对 rectifiable 空间的紧化

的余的研究, 取得了与拓扑群相同的二岐性定理, 这引起我们对 rectifiable 空
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间的紧化的余研究的兴趣. 事实上, rectifiable 空间的紧化的余具有许多与拓扑

群相同的结果, 见本小节的结果. 但研究 rectifiable 空间的紧化的余的难点在于

rectifiable空间所具有的代数结构比较差,所以有时候往往要采取一些新的方法.

因为具有可数 π 特征的 rectifiable 空间是可度量化的 [35], 所以用与 [47,

引理 2] 类似的证明我们有下列结果.

引理 4.3.1 设 G 是非局部紧的 rectifiable 空间. 若果对每一 y ∈ Y = bG \
G, 存在点 y 的开邻域 U(y) 使得 U(y) 中每一可数紧子集是可度量化的且

πχ(U(y)) ≤ ω, 那么 G 是可度量化和局部可分的.

空间 X 称为弱 HN 完全的, 若 X 的 Čech-Stone 紧化 βX 的余 Z 是点可

数型的.

空间 X 称为具有性质 (*): 若果 X 的基数是 Ulam non-measure, 那么 X

是弱 HN- 完全的. 因为具有 Ulam non-measurable的基数的仿紧空间是 HN完

全的 [14, 32], 所以仿紧空间具有 (*), 从而是弱 HN 完全的.

命题 4.3.2 设 G 具有性质 (*) 的非局部紧的 rectifiable 空间. 对每一点 y ∈
Y = bG\G,存在点 y 的开邻域 U(y)使得 (i) U(y)中每一紧子集是 U(y)的 Gδ

子集; (ii) U(y) 中每一可数紧或 Lindelöf p 子空间是可度量化的, 那么 G, bG

是可分与度量化的.

证明 由条件 (ii), 易知 Y 不是局部可数紧的, 否则 G 是 bG 中的闭子集, 从而

是紧的.

由 [13, 定理 3.1], Y 是伪紧的或者 Lindelöf.

情况 1. 空间 Y 是伪紧的. 因为 Y 中每一点是 Y 中 Gδ 点, 所以 Y 是第

一可数的. 因为 Y 不是局部可数紧的, 所以由引理 4.3.1 知 rectifiable 空间 G

是局部可分与度量化的. 又 G是可数型,那么由定理 4.1.1知 Y 是 Lindelöf. 因

此, Y 是紧的, 从而 G 是局部紧的, 矛盾.

情况 2. 空间 Y 是 Lindelöf. 因为 Y 具有可数伪特征, 所以 Y 的基数是

Ulam non-measurable [14]. 又 G是非局部紧的且是齐性的,那么 G是无处局部

紧的,从而 G是 Y 的余,那么 G的基数也是 Ulam non-measurable [14]. 那么 G

是弱 HN完全的. 由 [11,定理 4], Y 的每一 Gδ 点是双序列点,从而 πχ(Y ) ≤ ω.

因此, 由引理 4.3.1 知 G 是局部可分与度量化的. 记 G =
⊕

α∈AGα, 其中每一
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Gα 是可分度量化的子集. 设 η = {Gα : α ∈ A} 和设 F 是 bG 中的点在族 η 不

是局部有限的所有点的集合. 因为 η 在 X 中离散的, 那么 F ⊂ bG \G. 显然 F

是紧的, 那么我们能找到满足条件 (ii) 的有限个闭邻域覆盖 F , 因此 F 是可分

与度量化的, 从而 F 具有可数网. 置 M = Y \F . 对每一点 y ∈M , 在 bG 中存

在点 y 满足条件 (ii) 的开邻域 Oy 使得 Oy ∩ F = ∅. 因为 η 是离散的, 所以 Oy

至多与 Gα 中的有限个元素相交. 设 L = ∪{Gα : Gα ∩Oy ̸= ∅}. 那么 L 是可分

度量化的,从而 L\L是 L的余,那么由 [6,定理 2.1]知它是 Lindelöf p空间. 因

为 ClY (Oy) ⊂ L \L, 所以 ClY (Oy) 是 Lindelöf p 空间, 从而 ClY (Oy) 是可分与

度量化的且 Y \F 是局部可分度量化的. 因为 F 是紧的, 所以存在满足条件 (i)

的有限的元素 {U(yi) : i ≤ k}覆盖 F . 此外,因为 U(yi)(i ≤ k)的每一紧子集是

Gδ 集, 所以 F 在 ∪{U(yi) : i ≤ k} 中是一个 Gδ 集. 记 F = ∩Vn, 其中每一 Vn

是 Y 中的开集且 ClY (Vn+1) ⊂ Vn. 设 K1 = Y \ V1, Kn = Cl(Vn−1) \ Vn(n > 1).

因为 Y 是 Lindelöf且每一 Kn 是 Y 中的闭集,所以每一 Kn 是 Lindelöf且局部

可分度量化的. 因此, 每一 Kn 具有可数基. 因为 Y = F ∪ (∪{Kn : n ∈ N}), 所
以 Y 具有可数网. 那么 c(Y ) ≤ ω, 从而 c(G) ≤ ω. 因为 G 是具有可数 Souslin

度量化空间, 所以 G 是可分与度量化的. 由于 G 和 Y 具有可数网, 从而 bG 是

可分与度量化的.

定理 4.3.3 设 G 是非局部紧的仿紧的 rectifiable 空间且 Y = bG \G 具有局部
拟 Gδ 对角线, 那么 G, bG 是可分与度量化的.

证明 由 [24, 命题 2.3], 所以对每一 y ∈ Y , 存在点 y 的开邻域 U(y) 使得 U(y)

的每一紧子集是 Gδ 集且 U(y) 的每一可数紧子集是可度量化的. 此外, 由 [44,

推论 3.6] 知 U(y) 中每一 Lindelöf p 子空间是可度量化的. 由命题 4.3.2, G, bG

是可分与度量化的.

推论 4.3.4 [13] 设 G 是非局部紧的仿紧的 rectifiable 空间且 Y = bG \G 具有
Gδ 对角线, 那么 G, bG 是可分与度量化的.

命题 4.3.5 设 G 是非局部紧的 rectifiable 空间. 如果对每一点 y ∈ Y = bG\G,

那么存在点 y 的开邻域 U(y) 使得 (i) πχ(U(y)) ≤ ω; (ii) U(y) 中每一可数紧

的或 Lindelöf p 子空间是可度量化的; (iii) U(y) 中每一紧子集是 U(y) 中的 Gδ

集, 那么 G, bG 是可分与度量化的.
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证明 由引理 4.3.1, G是度量化与局部可分的. 类似命题 4.3.2的证明, G和 bG

是可分与度量化的.

空间具有点可数基满足命题 4.3.5 中的 (i), (ii) [38, 推论 7.11(ii)] 和 (iii).

推论 4.3.6 设 G 是非局部紧的 rectifiable 空间且 Y = bG \G 具有局部点可数
基, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

由 [24, 命题 2.1] 和 [38, 推论 8.3(ii)], 具有 δθ 基的空间满足命题 4.3.5 中

(i), (ii) 和 (iii).

推论 4.3.7 设 G 是非局部紧的 rectifiable 空间且 Y = bG \ G 具有局部的 δθ

基, 那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

由 [38, 推论 10.7(ii) 和定理 10.6], γ 空间满足命题 4.3.5 的 (i), (ii) 和 (iii).

推论 4.3.8 设 G 是非局部紧的 rectifiable 空间且 Y = bG \ G 是局部 γ 空间,

那么 G 和 bG 是可分与度量化的.

定理 4.3.9 设 G 是 rectifiable 空间且 Y = bG \ G. 如果 Y 具有可数伪特征,

那么下列至少一个成立:

1. 空间 G 是强 p 空间;

2. 空间 Y 是第一可数的.

证明 类似定理 4.2.20, G 是可数型或 Y 是第一可数的. 由 [13, 推论 2.8], G 是

强 p 空间或 Y 是第一可数空间.

下列问题仍然是一个公开问题.

问题 4.3.10 设 G 是拓扑群的. 若 G 的某 Hausdorff 紧化的余是第一可数的,

那么 G 是可度量化吗?

易知存在非度量化的仿拓扑群且具有第一可数余.事实上, Alexandorff的双

箭空间是 Sorgenfrey line 的 Hausdorff 紧化, 但它的余同胚于 Sorgenfrey line.

然而, 我们有如下问题.
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问题 4.3.11 设 G 是 rectifiable 空间. 若 G 具有第一可数的 Hausdorff 紧化的

余, 那么 G 是可度量化的?

现在, 我们给这问题一个部分回答.

下列两定理的证明分别类似于 [8] 中定理 2.1 和定理 2.2.

定理 4.3.12 设 G 是非局部紧的 rectifiable 空间且 Gω 具有第一可数的 Haus-

dorff 紧化的余, 那么 G 是可度量化的.

定理 4.3.13 设 G 是 rectifiable 空间. 若存在非局部紧的度量空间(或第一可数

的空间) M 使得 G×M 具有第一可数的 Hausdorff 紧化的余, 那么 G 是可度

量化的.
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第五章 自由仿拓扑群

1941年, A.A. Markov为了构造拓扑群在 [54]引入了自由拓扑群的定义.至

今, 自由拓扑群成为在拓扑群理论研究的定理证明和提供例子的重要且强有力

的工具, 具体可见 [10]. 类似于自由拓扑群, S. Romaguera, M. Sanchis 和 M.G.

Thackenko 引入了自由仿拓扑群的定义 [68], 这引起我们对自由仿拓扑群的兴

趣和研究.

本章主要讨论自由仿拓扑群的特征和拓扑嵌入问题, 证明了对 Tychonoff

空间 X 有 χ(AP (X)) = D(PX ,≤) = d(ωUX ,≤), 见定理 5.1.16 和 5.1.18;

另外, 证明了若 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间, 那么自然映射 êX,Y :

AP (X) → AP (Y ) 是拓扑单同态 (拓扑嵌入) 当且仅当 X 是拟 P∗ 嵌入 Y , 见

定理 5.2.7.

§5.1 自由仿拓扑群的特征

本节中,我们主要讨论自由仿拓扑群的特征问题,这对于研究自由仿拓扑群

有着重要的意义. 首先, 我们先给出一些定义.

一个拟一致空间 (X,U )指的是在一致空间的定义去掉对称假设的条件.对

每一拟一致 U , 由逆关系 U−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ U}(U ∈ U ) 组成的滤子称为

U 的共轭拟一致. 仿拓扑群 G 上的左拟一致 GG 是由集

W l
U = {(x, y) ∈ G×G : x−1y ∈ U}

组成的标准基, 其中 U 是 G 中单位元的开邻域. 若 X 是 G 的子空间, 那么由

集

W r
U ∩ (X ×X) = {(x, y) ∈ X ×X : x−1y ∈ U}

组成的集族称为 G 诱导在 X 上左拟一致 GX = GG | X. 类似地, 可定义 G 诱

导在 X 上的右拟一致.

设 X 是拓扑空间. 我们称 X 上诱导 X 的拓扑的最细拟一致 UX 为 X 的

完全拟一致. 在本论文中, 若 U 是空间 X 的拟一致, 那么 U ∗ 表示包含 U 的

最粗的一致且 τ(U ) 表示由 U 在 X 的拓扑. 拟一致空 (X,U ) 称为双完全的,

若 (X,U ∗) 是完全的.

71
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定义 5.1.1 设 U 和 V 分别是空间 X 和 Y 的拟一致. 函数 f : (X,U ) →
(Y,V ) 称为拟一致连续, 若对每一 V ∈ V 存在 U ∈ U 使得对任意 (x, y) ∈ U

有 (f(x), f(y)) ∈ V .

定义 5.1.2 X 上的拟伪度量 d 是指从 X × X 到 R+ 的函数且满足对任意

x, y, z ∈ X: (a) d(x, x) = 0 和 (b) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). 若 d 又满足条件

(c) d(x, y) = 0 ⇔ x = y, 那么 d 称为 X 上的拟度量.

X 上的每一拟伪度量 d 产生一个拓扑 F (d), 其中 F (d) 具有由 d 球

{Bd(x; r) : x ∈ X, r > 0} 组成的基, 其中 Bd(x; r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

拓扑空间 (X,F ) 称为拟(伪)度量, 若存在 X 上的一个拟(伪)度量 d 诱导

拓扑 F , 即 F = F (d).

记 U ⋆ 为 R 上由集

Ur = {(x, y) ∈ R × R : y < x+ r}

组成的集族为标准基的上确界拟一致, 其中 r 是任意正实数.

§5.1.1 自由仿拓扑群上的拟伪度量

在本小节中,我们讨论自由仿拓扑群上的拟伪度量,证明了拟伪度量族 {ρ̂A :

ρ ∈ PX} 产生自由交换仿拓扑群 AP (X) 的拓扑, 其中 PX 是所有从 (X ×
X,U −1

X × UX) 到 (R,U ⋆) 的连续拟伪度量的集合.

引理 5.1.3 [68] 如果 g 是 Fa(X) 中不同于点 e 不可约的字, 那么在 X̃ 中存在

一个长度为 2n ≥ 2 的几乎不可约的字 Xg = x1x2 · · ·xn 和置换 φg ∈ Sn 满足

下列条件:

1. 对每一 i = 1, 2, · · · , 2n, 或者 xi 是 e 或者 xi 是 g 的字母;

2. [Xg] = g 且 n ≤ ℓ(g); 和

3. Nρ(g) = Γρ(Xg, φg).

引理 5.1.4 [68] 集族 N = {Ug(ε) : ε > 0} 是 Fa(X) 的仿拓扑群 Fρ 在点 e 的

基, 其中 Ug(ε) = {g ∈ Fa(X) : Nρ(g) < ε}. 那么 Fρ|X 与 X 由 ρ 产生的拓扑

是一致的.
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引理 5.1.5 [33] 集 X 的拟一致 U 中序列 V0, V1, · · · , 若满足对每一 i ∈ N 有

V0 = X ×X 且 Vi+1 ◦ Vi+1 ◦ Vi+1 ⊂ Vi,

其中 ‘◦’ 是拟一致空间 (X,U ) 中的 entourages 的拟一致乘法, 那么存在集 X

中的拟伪度量 ρ 使得对每一 i ∈ N 有,

Vi ⊂ {(x, y) : ρ(x, y) ≤ 1

2i
} ⊂ Vi−1.

引理 5.1.6 设 V 是集 X 上的拟一致, 那么对每一 V ∈ V , 存在集 X 上的拟

伪度量 ρ 使得 ρ 是关于 V 的拟一致且满足

{(x, y) : ρ(x, y) ≤ 1} ⊂ V.

证明 由集 X 上的拟一致 U 的定义, 可取 U 的序列 V0, V1, · · · , Vn, · · · 使得
V1 = V 且每一 Vi+1 ◦ Vi+1 ◦ Vi+1 ⊂ Vi. 设 ρ = 4ρ0, 其中 ρ0 是满足引理 5.1.5 的

拟伪度量. 因此, ρ 是满足定理需求的拟伪度量.

引理 5.1.7 设 ρ 是集 X 上拟伪度量且 m1x1 + · · · +mnxn 是 Fa(X) \ {e} 中
长度为 l =

∑n
i=1 |mi| 的标准形式的元素 h, 那么存在表示

h = (−u1 + v1) + · · · + (−uk + vk), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

其中,若 l 是偶数,那么 2k = l; 若 l 是奇数,那么 2k = l+1; u1, v1, · · · , uk, vk ∈
{±x1, · · · ,±xn} (但 vk = e, 若 l 是奇数) 且使得

ρ̂A(e, h) =
∑k

i=1 ρ
∗(ui, vi). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

此外,若 ρ̂A(e, h) < 1,那么 l = 2k,从而可取 y1, z1, · · · , yk, zk ∈ {x1, · · · , xn}
使得

h = (−y1 + z1) + · · · + (−yk + zk) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

且

ρ̂A(e, h) =
∑k

i=1 ρ
∗(yi, zi). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4).

证明 显然, 我们有 h = h1 + · · · + hl, 其中对每一 1 ≤ i ≤ l 有 hi ∈
{±x1, · · · ,±xn}. 易知存在整数 k 使得 2k − 1 ≤ l ≤ 2k. 不失一般性, 不

妨设 l 是偶数. 事实上, 若 l = 2k − 1, 只需令 h2k = e. 由引理 5.1.3, 在

{1, 2, · · · , 2k} 上存在一个阿贝尔置换 φ 使得
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ρ̂A(e, h) = 1
2

∑2k
i=1 ρ

∗(−hi, hφ(i)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

因为 Fa(X) 是交换群, 不妨设对每一 1 ≤ i ≤ k 有 φ(2i− 1) = 2i. 对每一

1 ≤ i ≤ k, 显然有 φ(2i) = 2i− 1. 因此, 我们有

h = (h1 + h2) · · · + (h2k−1 + h2k). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

对每一 1 ≤ i ≤ k, 置 ui = −h2i−1 和 vi = h2i. 由 (5) 和 (6), (1) 和 (2) 分

别成立.

最后, 设 ρ̂A(e, h) < 1. 因为 ρ(x, e) ≥ 1 和 ρ(e, x) ≥ 1, 所以 ρ∗(x, e) ≥ 1,

ρ∗(e, x) ≥ 1, ρ∗(−x, y) ≥ 1 且对任意 x, y ∈ X 有 ρ∗(x,−y) ≥ 1. 然而, 由 (5),

对每一 1 ≤ i ≤ k 有 ρ∗(−h2i−1, h2i) < 1, 因此, h2i−1, h2i 中一个元素在 X 中而

另外一个在 −X 中. 从而对每一 1 ≤ i ≤ k, 我们有 h2i−1 + h2i = −yi + zi, 其中

yi, zi ∈ X. 对每一 1 ≤ i ≤ k, 有 yi, zi ∈ {x1, · · · , xn}. 那么我们只需在 (5) 和

(6) 中分别用 ±yi 和 ±zi 相应取代 h2i−1 和 h2i. 因此 (3) 和 (4) 成立.

引理 5.1.8 若 d 是集 X 的拟伪度量且关于 UX 是拟一致, 那么 d 是从 (X ×
X,U −1

X × UX) 到 (R,U ⋆) 的连续函数.

证明 取任意点 (x0, y0) ∈ X ×X. 只需证 d在点 (x0, y0)是连续.对每一 ε > 0,

因为 d 是关于 UX 是拟一致, 所以存在 U ∈ UX 使得对每一 (x, y) ∈ U 有

d(x, y) < ε
2
. 设 U1 = {x ∈ X : (x, x0) ∈ U} 且 U2 = {y ∈ X : d(y0, y) <

ε
2
}.

那么 U1, U2 分别是点 x0 和 y0 在空间 (X,U −1
X ) 和 (X,UX) 的邻域. 置 V =

U1 × U2. 那么 V 是点 (x0, y0) 在空间 (X × X,U −1
X × UX) 中的邻域. 对每一

(x, y) ∈ V , 有

d(x, y) − d(x0, y0) ≤ d(x, x0) + d(x0, y0) + d(y0, y) − d(x0, y0)

= d(x, x0) + d(y0, y)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

因此, 拟伪度量 d 在点 (x0, y0) 连续.

引理 5.1.9 [59] 设 {Vi : i ∈ N} 是具有单位元 e 的群 G 的子集序列且满足对

每一 i ∈ N 有 e ∈ Vi 和 V 3
i+1 ⊂ Vi. 若 k1, · · · , kn, r ∈ N 且

∑n
i=1 2−ki ≤ 2−r, 那

么 Vk1 · · ·Vkn ⊂ Vr.
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下列定理 5.1.10证明了一族拟伪度量 {ρ̂A : ρ ∈ PX}诱导了自由交换仿拓
扑群 AP (X), 其中 PX 是从 (X ×X,U −1

X × UX) 到 (R,U ⋆) 的所有的连续拟

伪度量的集合.

定理 5.1.10 设 X 是 Tychonoff 空间且 PX 是从 (X × X,U −1
X × UX) 到

(R,U ⋆) 的所有的连续拟伪度量的集合, 那么

Vρ = {g ∈ AP (X) : ρ̂A(e, g) < 1}

使得 ρ ∈ PX 是 AP (X) 在点 e 的局部基.

证明 设 V 是点 e在 AP (X)中的开邻域.因为 AP (X)是仿拓扑群,所以存在 e

在 AP (X)中的开邻域序列 {Vn : n ∈ N}使得 V1 ⊂ V 且每一 Vi+1+Vi+1+Vi+1 ⊂
Vi. 对每一 n ∈ N, 置

Un = {(x, y) ∈ X ×X : −x+ y ∈ Vn}.

那么每一 Un 是 UX 中的一个元素且 Un+1 ◦ Un+1 ◦ Un+1 ⊂ Un. 因此, 由引理

5.1.5 和 5.1.8, 存在连续的拟伪度量 ρ1 ∈ PX 使得对每一 n ∈ N, 有

{(x, y) ∈ X ×X : ρ1(x, y) < 2−n} ⊂ Un.

置 ρ = 4ρ1.

论断: Vρ ⊂ V.

事实上, 设 h ∈ Vρ. 由引理 5.1.7, h 能写成如下形式

h = (−x1 + y1) + · · · + (−xm + ym), 其中对每一 1 ≤ i ≤ m 有 xi, yi ∈ X,

使得

ρ̂A(e, h) = ρ(x1, y1) + · · · + ρ(xm, ym).

因为 ρ = 4ρ1, 所以 ρ̂ = 4ρ̂1. 因此, 我们有

ρ̂1(e, h) = ρ1(x1, y1) + · · · + ρ1(xm, ym) <
1

4
.

对每一 1 ≤ i ≤ m, 若 ρ1(xi, yi) > 0, 那么可取 ki ∈ N 使得

2−ki−1 ≤ ρ1(xi, yi) < 2−ki .
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然后, 对每一 1 ≤ i ≤ m, 若 ρ1(xi, yi) = 0, 那么可取足够大的 ki ∈ N 使得∑m
i=1 2−ki < 1

2
. 对每一 1 ≤ i ≤ m, 因为 −xi + yi ∈ Vki

, 所以由引理 5.1.9 有

h = (−x1 + y1) + · · · + (−xm + ym) ∈ Vk1 + · · · + Vkm ⊂ V1 ⊂ V.

因此, 我们有 Vρ ⊂ V.

引理 5.1.11 设 m1x1 + · · ·+mnxn 是元素 g ∈ Aa(X) \ {e} 的标准表示且 d 是

X 上的拟伪度量. 若
∑n

i=1mi = 0, 那么存在 g 的可约的表示为

g = (−z1 + t1) + · · · (−zk + tk)

使得对每一 j ≤ k 有 2k =
∑n

i=1 |mi|, zj, tj ∈ {x1, · · · , xn} 且 d̂A(e, g) =∑k
j=1 d(zj, tj).

证明 由
∑n

i=1mi = 0, m =
∑n

i=1 |mi| 是偶数. 设 m = 2k, 其中 k ∈ N. 由引理

5.1.7, g 具有可约表示 φ 且具有形式

g = (−u1 + v1) + · · · + (−uk + vk)

使得

d̂A(e, g) = Γ(φ) =
k∑

j=1

d∗(uj, vj),

其中对每一 j ≤ k 有 uj, vj ∈ {±x1, · · · ,±xn}. 显然, 每一 −uj + vj 具有下列

形式之一: a− b,−a+ b, a+ b,−a− b, 其中 a, b ∈ X.

设 −u1 + v1 具有第三种形式. 那么我们有 −u1 = a ∈ X 和 v1 ∈ X, 因此

−u1 + v1 = a + v1. 因为
∑n

i=1mi = 0, 所以存在 2 ≤ j ≤ k 使得 −uj + vj 具

有第四种形式. 不失一般性, 不妨设 j = 2. 那么 u2 ∈ X 且存在 b ∈ X 使得

v2 = −b. 因此, 由 X ∪ {e} ∪ (−X) 上的拟伪度量 d∗ 的定义, Γ(φ) 包含相应的

部分 −u1 + v1 和 (−u2 + v2)

d∗(u1, v1) + d∗(u2, v2) = d∗(−a, v1) + d∗(u2,−b)

= d(e, a) + d(e, v1) + d(u2, e) + d(b, e)

≥ d∗(b, a) + d∗(u2, v1)
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在可约表示 φ 用 (−u2 + v1) + (−b+ a) 取代 (−u1 + v1) + (−u2 + v2). 因此, 我

们给 g 另外一种可约表示 φ′ 且具有形式

g = (−u2 + v1) + (−b+ a) + (−u3 + v3) + · · · + (−uk + vk).

由上面的不等式有 Γ(φ′) ≤ Γ(φ). 因为 k 是有限的, 所以由归纳我们能给出 g

的另外一种可约表示 φ′′ 且具有形式

g = (−z1 + t1) + · · · (−zk + tk),

其中对每一 j ≤ k 有 zj, tj ∈ {x1, · · · , xn}. 此外, 易知 Γ(φ′′) ≤ Γ(φ). 然而, 由

d̂A(e, g) = Γ(φ) ≤ Γ(φ′′) 的定义, 从而 d̂A(e, g) =
∑k

j=1 d(zj, tj).

定理 5.1.12 设 d 是 X 上的拟伪度量, 那么对任意 x, y ∈ X 有 d̂A(kx, ky) =

kd(x, y) 且 k ∈ N ∪ {0}.

证明 若 x = y 或者 k = 0, 那么定理显然成立. 因此, 设 x ̸= y 且 k ∈ N. 设

g = −kx+ ky. 由引理 5.1.9, g 具有可约表示形式

g = (−z1 + t1) + · · · (−zk + tk),

其中对每一 j ≤ k 有 zj, tj ∈ {x, y} 且 d̂A(e, g) =
∑k

j=1 d(zj, tj). 因为上面 g 的

表示是可约且 k > 0, 所以每一 −zj + tj 等于 −x+ y. 因此, 我们有

d̂A(kx, ky) = d̂A(e, g) =
k∑

j=1

d(zj, tj) =
k∑

j=1

d(x, y) = kd(x, y).

§5.1.2 自由阿贝尔仿拓扑群的特征

本小节中, 我们主要利用上节的结果讨论自由仿拓扑群的特征. 下列的引

理的证明是一个简单的练习.

引理 5.1.13 设 k ∈ ω, p, k1, · · · , kp ∈ N 且满足
∑p

i=1 2−ki < 2−k, 那么我们有

1. 若 (X,U ) 是拟一致空间且 {Un : n ∈ ω} 是 U 的可数子族使得每一 n ∈ ω

有 Un+1 ◦ Un+1 ◦ Un+1 ⊂ Un, 那么 Uk1 ◦ · · · ◦ Ukp ⊂ Uk;
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2. 若 {Vi : i ∈ ω} 是具有单位元 e 的群 G 的子集序列使得每一 i ∈ ω 有

e ∈ Vi 且 V 3
i+1 ⊂ Vi, 那么我们有 Vk1 · · ·Vkn ⊂ Vr.

设 UX 是空间 X 的最细的拟一致. 置 P = {P ⊂ UX : P 是可数的}. 对
每一 P = {U1, U2, · · · } ∈ P, 设

W (P ) = {−x1 +y1−· · ·−xk +yk : (xi, yi) ∈ Ui, 其中 i = 1, 2, · · · , k, k ∈ N}, 且

W = {W (P ) : P ∈ P}.

此外, 固定任意 n ∈ N. 设

Qn(P ) = {Q ⊂ P : |Q| = n};

Wn(P ) = {−x1 + y1 − · · · − xn + yn : (xj, yj) ∈ Uij , 其中 i = 1, 2, · · · , n,
{Ui1 , Ui2 , · · · , Uin} ∈ Qn(P )}, 且

Wn = {Wn(P ) : P ∈ P}.

注记在上面的定义中, 对每一 P ∈ P, P 中也许有相同的元素.特别地, 对

每一 U ∈ UX , 我们有 {U,U, · · · } 也是 P 中的元素. 此外, W (P ) 和 Wn(P ) 中

的元素的表示不一定是可约表示.

置 Rn(P ) = {Q ⊂ P : |Q| ≤ n}. 易知

Wn(P ) = {−x1 + y1 − · · · − xk + yk : (xj, yj) ∈ Uij , 其中 i = 1, 2, · · · , k,
{Ui1 , Ui2 , · · · , Uik} ∈ Rn(P )}.

定理 5.1.14 集族 W 是 AP (X) 在点 e 的邻域基.

证明 易知 W 满足下列条件 (i)-(iv):

(i) 对每一 W ∈ W , 存在 V ∈ W 使得 V + V ⊂ W ;

(ii) 对每一 W ∈ W 且每一 g ∈ V , 存在 V ∈ W 使得 g + V ⊂ W ;

(iii) 对每一 U, V ∈ W , 存在 W ∈ W 使得 W ⊂ U ∩ V ;

(iv) {0} = ∩W .

因此, 由 W 在集 Aa(X) 产生的拓扑 F1 使得 Aa(X) 是仿拓扑群. 取

P = {U1, U2, · · · } ∈ P 和 x ∈ X, 置 W (x) = {y ∈ X : (x, y) ∈ U1}. 因为 UX

与 X 上的原始拓扑是协调的, 所以 W (x) 是 X 中的开集. 此外, 我们能证明

x ∈ W (x) ⊂ (x+W (P )) ∩X, 这蕴含 F1|X 是粗于 X 的原始拓扑.

论断: F1 细于 AP (X) 上的拓扑.
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事实上, 设 V 是 AP (X) 上点 e 的开邻域. 置 V0 = V 且取 AP (X) 上点 e

的开邻域序列 {Vn : n ∈ ω} 使得 Vn + Vn + Vn ⊂ Vn−1. 对每一 n ∈ N, 置

Un = {(x, y) ∈ X ×X : −x+ y ∈ Vn},

那么 Un ∈ UX . 因此 P = {U1, U2, · · · } ∈ P. 对每一点 g ∈ W (P ), 那么存在

n ∈ N 使得 g = −x1 + y1 − · · · − xn + yn, 其中 (xi, yi) ∈ Ui 且 i = 1, 2, · · · , n.
因此, 由引理 5.1.13 有 g ∈ V1 + V2 + · · · + Vn ⊂ V0 = V , 那么 W (P ) ⊂ V.

由论断, F1|X 与 X 上的原始拓扑是协调的. 因此, F1 粗于 AP (X) 上的

拓扑. 因此 F1 与 AP (X) 上的拓扑是协调的. 因此 W 是 AP (X) 在点 e 的邻

域基.

我们称 (P,≤) 是拟序集, 若 ≤ 是集 P 上的反自反和传递关系. 若 (P,≤)

又具有反对称性, 那么称 (P,≤) 是偏序集. 集 D 称为控制拟序集 (P,≤), 若对

每一 p ∈ P 存在 q ∈ D 使得 p ≤ q. 类似地, P 的子集 E 称为在 (P,≤) 中

稠的, 若对每一 p ∈ P 存在 q ∈ E 使得 q ≤ p. (P,≤) 中控制族的最小基数记

为 D(P,≤), 而用 d(P,≤)表示 (P,≤)中稠子集的最小基数. 控制集与稠子集是

对偶的: 若 S 是 (P,≤) 的稠子集, 那么它是 (P,≥) 中的控制集且反之也成立.

因此, d(P,≤) = D(P,≥) 且 d(P,≥) = D(P,≤). 注意到在任意齐性空间 G 有

d(N(e),⊂) = χ(G).

若 (P ;≤) 和 (Q;≪) 是拟序集, 则映射 f : P → Q 称为序保持的, 若 x ≤ y

蕴含 f(x) ≪ f(y), 其中 x, y ∈ P . 类似地, f 是序逆保持的, 若 x ≤ y 蕴含

f(x) ≫ f(y).

引理 5.1.15 [59] 设 (P,≤) 和 (Q,≪) 拟偏序且 f : P → Q 是序保持映射. 如

果 f(P ) 是 Q 的控制集, 那么 D(Q) ≤ D(P ).

定理 5.1.16 设 X 是 Tychonoff 空间, 那么 χ(AP (X)) = D(PX ,≤).

证明 由定理 5.1.14,那么存在从族PX 到 AP (X)在点 e的某局部基的自然对

应. 事实上, 存在从 (PX ,≤) 到 AP (X) 在点 e 的某局部基的偏序集 (N (e),⊇)

的对应 d 7→ Vd, 即, (N (e),⊇) 上的控制集, 由引理 5.1.15 知 χ(AP (X)) ≤
D(PX ,≤).

设 Q ⊂ PX 且满足 {Vd : d ∈ Q} 是 AP (X) 在点 e 的某局部基.
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论断: 对每一 ρ ∈ PX , 存在 d ∈ Q 使得 ρ ≤ 2d.

事实上, 取定 ρ ∈ PX , 因为 {Vd : d ∈ Q} 是 AP (X) 在点 e 的某局部

基, 所以存在 d ∈ Q 使得 Vd ⊂ Vρ. 现在我们将证明 ρ ≤ 2d. 设 x, y ∈ X.

若 d(x, y) < 1, 那么 −x + y ∈ Vd ⊂ Vρ, 因此 ρ(x, y) < 1. 给定 n ∈ N. 类

似地, 若 n ∈ N 且 d(x, y) < 2−n, 那么由定理 5.1.12, d̂A(e, 2n(−x + y)) =

d̂A(2nx, 2ny) = 2nd(x, y) < 1. 因此, 我们有 2n(−x + y) ∈ Vd ⊂ Vρ, 从而

ρ̂A(2nx, 2ny) = 2nρ(x, y) < 1, 即, ρ(x, y) < 2−n. 因此我们已经证明 d(x, y) <

2−n, 这蕴含对每一 n ∈ N ∪ {0} 有 ρ(x, y) < 2−n. 因此, 易知若 d(x, y) = 0 或

d(x, y) = 1, 那么 ρ(x, y) ≤ 2d(x, y). 若 0 < d(x, y) < 1, 那么存在 n ∈ N 使
得 2−n−1 ≤ d(x, y) < 2−n. 因此, ρ(x, y) < 2−n, 这蕴含 ρ(x, y) ≤ 2d(x, y). 从而

ρ ≤ 2d.

对每一 d ∈ Q, 设 d∗ = min{2d, 1} 且置 Q∗ = {d∗ : d ∈ Q}. 显然,

Q∗ ⊂ PX . 由论断, Q∗ 是 PX 的控制族. 因此, D(PX ,≤) ≤ |Q∗| ≤ |Q|.

设 B 是 AP (X) 在点 e 的局部基. 对每一 B ∈ B, 由定理 5.1.10 知存在

dB ∈ PX 使得 VdB
⊂ B. 置 A = {dB : B ∈ B}. 因此, {VdB

: B ∈ B} 是
AP (X) 在点 e 的局部基且满足 |A | ≤ |B|, 从而 D(PX ,≤) ≤ |A | ≤ |B|. 因
此 D(PX ,≤) ≤ χ(AP (X)).

那么我们有 D(PX ,≤) = χ(AP (X)).

由定理 5.1.16 的证明, 我们容易证明下列定理.

定理 5.1.17 设 X 是 Tychonoff 空间且 Q ⊂ PX . 那么开集族

{g ∈ AP (X) : d̂A(e, g) < ε}, 其中 d ∈ Q 和 ε > 0,

是自由交换仿拓扑群 AP (X) 在点 e 的局部基当且仅当对每一 ρ ∈ PX 存在

d ∈ Q 使得 ρ ≤ 2d.

给定 ωUX 中两个序列 s = ⟨Un : n ∈ ω⟩ 和 t = ⟨Vn : n ∈ ω⟩. 若对每一
n ∈ ω 有 Un ⊂ Vn, 记 s ≤ t.

定理 5.1.18 χ(AP (X)) = d(ωUX ,≤).

证明 由定理 5.1.14, χ(AP (X)) ≤ d(ωUX ,≤). 由定理 5.1.16, 只需证 d(ωUX ,≤
) ≤ D(PX ,≤).
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事实上, 对每一 d ∈ PX 和 n ∈ ω, 设

Un(d) = {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) ≤ 2−n}.

显然, d 7→ ⟨Un(d) : n ∈ ω⟩ 是 D(PX ,≤) 到 (ωUX ,≤) 序保持映射. 置 A =

{⟨Un(d) : n ∈ ω⟩ : d ∈ PX}. 那么 A 是 ωUX 的稠子集. 事实上, 取序列 ⟨Un :

n ∈ ω⟩ ∈ ωUX , 那么存在 {Vn : n ∈ ω} 使得每一 n ∈ ω 有 3Vn+1 ⊂ Vn ⊂ Un.

由定理 5.1.10, 存在 d ∈ PX 使得每一 n ∈ ω 有 Un(d) ⊂ Vn. 因此, 我们有

⟨Vn : n ∈ ω⟩ ≤ ⟨Un : n ∈ ω⟩.

推论 5.1.19 ω(X,UX) ≤ χ(AP (X)) ≤ ω(X,UX)ℵ0 .

证明 显然,

ω(X,UX) = d(UX ,⊆) ≤ d(ωUX ,≤) ≤ d(UX ,⊆)ℵ0 = ω(X,UX)ℵ0 .

因此, 由定理 5.1.18 知推论成立.

空间 X 称为拟一致 P 空间, 若 UX 关于可数交运算封闭.

定理 5.1.20 若 X 是拟一致 P 空间, 那么 χ(AP (X)) = ω(X,UX).

证明 U 7→ ⟨U,U, · · · ⟩ 是从 (UX ,⊆) 到 (ωUX ,≤) 的序保持对应. 置 A =

{⟨U,U, · · · ⟩ : U ∈ UX}. 那么 A 是 ωUX 的稠子集. 事实上, 因为 X 是拟

一致 P 空间, 所以对任意 ⟨U0, U1, · · · ⟩ ∈ ωUX 有 U =
∩

n∈ω Un ∈ UX ; 因此

⟨U,U, · · · ⟩ ≤ ⟨U0, U1, · · · ⟩. 由定理 5.1.18, χ(AP (X)) = ω(X,UX).

类似 [59, 引理 2.14] 的证明, 我们能证明下列的定理.

定理 5.1.21 若 X 不是拟一致 P 空间, 那么 ♭ ≤ χ(AP (X)).

定理 5.1.22 若 Tychonoff 空间 X 包含无限的紧子集, 那么 ♭ ≤ χ(AP (X)).

证明 设 K 是 X 的无限的紧子集. 因为一个无限紧集不可能是 P 空间, 所以

X 不是拟一致 P 空间, 那么由定理 5.1.21 有 ♭ ≤ χ(AP (X)).
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§5.2 自由仿拓扑群的拓扑嵌入

定义 5.2.1 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的子空间.

1. 子空间 X 称为 P 嵌入 Y , 若 X 上的每一连续的伪度量允许连续延拓到 Y

上;

2. 子空间 X 称为 P∗ 嵌入, 若 X 上的每一连续的有界的伪度量允许连续延

拓到 Y ;

3. 空间 X 称为拟 P 嵌入, 若 (X ×X,U −1
X × UX) 到 (R,U ⋆) 的连续的拟伪

度量允许连续延拓到从 (Y × Y,U −1
Y × UY ) 到 (R,U ⋆);

4. 空间 X 称为拟 P∗ 嵌入, 若 (X ×X,U −1
X ×UX) 到 (R,U ⋆) 的连续的有界

的拟伪度量允许连续延拓到从 (Y × Y,U −1
Y × UY ) 到 (R,U ⋆).

若 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间, 那么设 eX,Y 是 X 到 Y 的自然

嵌入. 下列两定理是自由拓扑群理论中的重要定理.

定理 5.2.2 [57, 66, Nummela-Pestov]设 X 是 Tychonoff空间 Y 的稠子空间,那

么嵌入映射 eX,Y 能延拓成拓扑嵌入 (即, 拓扑单同态) êX,Y : F (X) → F (Y ) 当

且仅当 X 是 P 嵌入 Y .

定理 5.2.3 [83, M. Thackenko] 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间, 那

么嵌入映射 eX,Y 能延拓成拓扑嵌入 (即, 拓扑单同态) êX,Y : A(X) → A(Y ) 当

且仅当 X 是 P∗ 嵌入 Y .

类似于自由拓扑群, 我们有下列两问题:

问题 5.2.4 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的稠子空间,那么嵌入映射 eX,Y 能延拓

成拓扑嵌入 (即, 拓扑单同态) êX,Y : FP (X) → FP (Y ) 当且仅当 X 是拟 P 嵌

入 Y ?

问题 5.2.5 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间, 那么嵌入映射 eX,Y 能

延拓成拓扑嵌入 (即, 拓扑单同态) êX,Y : AP (X) → AP (Y ) 当且仅当 X 是拟

P∗ 嵌入 Y ?
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在本节中, 我们将给问题 5.2.5 一个肯定回答. 然而对于问题 5.2.4 我们将

给出一个部分回答.

引理 5.2.6 设 (X,UX) 是 Tychonoff 空间 (Y,UY ) 的拟一致子空间, 那么 X 是

拟 P∗ 嵌入 Y .

证明 设 d 是从 (X ×X,U −1
X ×UX) 到 (R,U ⋆) 的有界且连续的拟伪度量. 设

d 有上界 1
2
. 对每一 i ∈ N, 取 Vi ∈ UY 满足 Vi ∩ (X ×X) ⊂ {(x, y) ∈ X ×X :

d(x, y) < 1
2i},因此由 [72,第三章,命题 2.4和定理 2.5],取从 (Y ×Y,U −1

Y ×UY )

到 (R,U ⋆) 的连续拟伪度量 di 使得 di 有上界 1 且 {(x, y) ∈ Y × Y : di(x, y) <
1
4
} ⊂ Vi. 置

ρ(x, y) = 8
∞∑
i=1

1

2i
di(x, y).

显然, 易知 ρ 是从 (Y × Y,U −1
Y ×UY ) 到 (R,U ⋆) 的连续的拟伪度量. 此外, 易

知 ρ 是关于 UY 的拟一致且满足对所有的 x, y ∈ X 有 d(x, y) ≤ ρ(x, y). 置

ρ′(x, y) = inf{ρ(x, a) + d(a, b) + ρ(b, y) : a, b ∈ X}, 其中 x, y ∈ Y.

设

d̃ = min{ρ(x, y), ρ′(x, y)}.

显然, d̃ 是关于 UY 的拟一致. 由引理 5.1.8, d̃ 是从 (Y × Y,U −1
Y × UY ) 到

(R,U ⋆) 的连续拟伪度量. 此外, d̃|X ×X = d. 因此, X 是拟 P∗ 嵌入 Y .

定理 5.2.7 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间, 那么自然映射 êX,Y :

AP (X) → AP (Y ) 是拓扑单同态 (拓扑嵌入) 当且仅当 X 是拟 P∗ 嵌入 Y .

证明 必要性. 设 d 是任意的从 (X ×X,U −1
X ×UX) 到 (R,U ⋆) 的有界连续拟

伪度量. 那么 Ud = {(x, y) ∈ X×X : d(x, y) < 1} ∈ UX . 置 Vd = {g ∈ AP (X) :

d̂(e, g) < 1}, 那么 Vd 是 AP (X) 的单位元的邻域. 因为 AP (X) ⊂ AP (Y ),

所以由定理 5.1.10 存在从 (Y × Y,U −1
Y × UY ) 到 (R,U ⋆) 的连续拟伪度量

且满足 Vρ ∩ AP (X) ⊂ Vd, 其中 Vρ = {g ∈ AP (Y ) : ρ̂(e, g) < 1}. 注意到
Uρ = {(x, y) ∈ Y × Y : ρ(x, y) < 1} ∈ UY 和 Uρ ∩ (X ×X) ⊂ Ud, 因此 (X,UX)

是 (Y,UY ) 的拟一致子空间, 所以由引理 5.2.6 知 X 是拟 P∗ 嵌入 Y .
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充分性. 设 X 是拟 P∗ 嵌入 Y . 记 eX,Y 是 X 到 Y 的嵌入映射. 显然,

单同态 êX,Y 是连续. 下证同构 ê−1
X,Y : AP (X,Y ) → AP (X) 是连续. 设 U 是

AP (X) 在单位元 eX 的邻域. 由定理 5.1.10, 存在从 (X × X,U −1
X × UX) 到

(R,U ⋆) 的连续拟伪度量 ρ 使得 Vρ = {g ∈ AP (X) : ρ̂A(eX , g) < 1} ⊂ U .

不失一般性, 设 ρ ≤ 1 (否则, 把 ρ 换为 ρ′ = min{ρ, 1}.). 因为 X 是拟 P∗

嵌入 Y , 所以拟伪度量 ρ 能延拓到从 (Y × Y,U −1
Y × UY ) 到 (R,U ⋆) 的连续

拟伪度量 d. 设 d̂A 是 AP (Y ) 上的拟伪度量 d 的 Graev 延拓. 由定理 5.1.10,

Vd = {g ∈ AP (Y ) : d̂A(eY , g) < 1}是 AP (Y )中单位元 eY 的开邻域.显然,我们

可以把 Fa(X)等同于由 Aa(Y )的子集 X 产生的子群 êX,Y (Fa(X)) = Aa(X,Y ).

因为 d | X = ρ, 所以由引理 5.1.7 知对每一 h ∈ Aa(X,Y ) 有 d̂A(eY , h) =

ρ̂A(eY , h). 因此, Aa(X, Y ) ∩ Vd = Vρ, 即, AP (X, Y ) ∩ Vd = êX,Y (Vρ). 因此,

ê−1
X,Y : AP (X, Y ) → AP (X) 是连续的.

引理 5.2.8 设 X 是 Tychonoff 空间, 那么仿拓扑群 PG(X) 上的左拟一致

GPG(X) 限制在子空间 X 上的拟一致 GX = GPG(X) | X 与 X 上的最细拟一

致 UX 是一致的.

证明 因为 X 上由 PG(X) 的左拟一致 GPG(X)产生的拓扑就是 X 上原来的

拓扑, 所以 GX ⊂ UX . 下面我们只需证 UX ⊂ GX . 取任意 U ∈ UX . 由引

理 5.1.6 和 5.1.8, 存在从 (X × X,U −1
X × UX) 到 (R,U ⋆) 的连续拟伪度量 ρ

使得 {(x, y) ∈ X × X : ρ(x, y) < 1} ⊂ U. 由 [68, 定理 3.2], 设 ρ̂ 是 ρ 从

(PG(X) × PG(X),UPG(X) × U −1
PG(X)) 到 (R,U ⋆) 的 Graev 连续不变拟伪度量

延拓. 由定理 5.1.10, V = {g ∈ PG(X) : ρ̂(e, g) < 1} 是 PG(X) 中单位元 e 的

开邻域. 若 x, y ∈ X 且 x−1y ∈ V , 那么

ρ(x, y) = ρ̂(x, y) = ρ̂(e, x−1y) < 1,

这蕴含 W r
V = {(g, h) ∈ G × G : g−1h ∈ V } 是 GPG(X) 中的一个元素且满足

W r
V ∩ (X ×X) ⊂ U . 因此, UX ⊂ GX .

引理 5.2.9 [69] 每一拟伪度量空间上的最细的拟一致是双完全的.

引理 5.2.10 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的子空间且 X 是 (Ỹ , ŨY ) 的 τ(ŨY
∗
)

稠子集, 其中 (Ỹ , ŨY ) 是 (Y,UY ) 的双完全的. 那么下列条件等价:
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1. X 是拟 P∗ 嵌入 Y ;

2. X 是拟 P 嵌入 Y ;

3. UY | X = UX ;

4. X ⊂ Y ⊂ X̃, 其中 (X̃, ŨX) 是 (X,UX) 的双完全的.

证明 显然, (2) ⇒ (1). 因此, 我们只需证 (1) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (2).

(1) ⇒ (3). 设 X 是拟 P∗ 嵌入 Y . 对每一 U ∈ UX , 由引理 5.1.6 和 5.1.8

知存在从 (X ×X,U −1
X × UX) 到 (R,U ⋆) 的有界的连续的拟伪度量 ρX 使得

WX = {(x, x′) ∈ X ×X : ρX(x, x′) < 1} ⊂ U.

因为 X 是拟 P∗ 嵌入 Y , 所以设 ρY 是 ρX 的从(Y × Y,U −1
Y ×UY ) 到 (R,U ⋆)

的连续拟伪度量延拓. 置

WY = {(y, y′) ∈ Y × Y : ρY (y, y′) < 1}.

那么, WY ∈ UY 和 WY ∩ (X ×X) = WX ⊂ U. 因此, 拟一致 UY | X 比 UX 细.

此外, 显然 UY | X ⊂ UX . 因此 UY | X = UX .

(3) ⇒ (4).设 UY | X = UX且 (Ỹ , ŨY )是拟一致空间 (Y,UY )的双完全的.

因为 ŨY | Y = UY , 所以 ŨY | X = UX . 此外, 因为 X 是 τ(ŨY
∗
) 稠且 X ⊂ Y ,

所以 (Ỹ , ŨY ) 是拟一致空间 (X,UX) 的双完全的. 因此 X ⊂ Y ⊂ X̃.

(4) ⇒ (2). 设 Y ⊂ X̃. 考虑 (X × X,U −1
X × UX) 到 (R,U ⋆) 的连读拟

伪度量 ρ. 设 (X, ρ) 为把 X 中按拟伪度量 ρ 距离为 0 的所有点等同于一点

的拟度量空间. 设 π : X → X 是自然商映射. 显然, 对所有的 x, y ∈ X 有

ρ(x, y) = ρ(π(x), π(y)). 设 UX 是 X 上的最细拟一致. 那么由 [22] 知 π 是从

(X,UX) 到 (X,UX) 的拟一致连续. 此外, 由引理 5.2.9, (X,UX) 是双完全的.

因此, 由 [53, 定理 16] 知 π 允许一个拟一致连续延拓 π : (X̃, ŨX) → (X,UX).

因为 Y ⊂ X̃, 所以我们能定义从 (Y × Y,U −1
Y × UY ) 到 (R,U ⋆) 的连续映射 d

为 d(x, y) = ρ(π(x), π(y)), 其中 x, y ∈ Y . 显然, d 限制在 X 上与 ρ 是一致的.

因此, X 是拟 P 嵌入 Y .

定理 5.2.11 设 X 是 Tychonoff 空 Y 的任意 τ(ŨY
∗
) 稠子空间, 若自然映射

êX,Y : FP (X) → FP (Y ) 是拓扑嵌入, 那么 X 是拟 P 嵌入 Y .
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证明 设延拓恒等映射 eX,Y : X → Y 的单同态 êX,Y : FP (X) → FP (Y ) 是拓

扑嵌入. 因此,易知我们能把群 FP (X)等同于由 FP (Y )的子集 X 产生的子群

FP (X,Y ). 记 GX 和 GY 分别是 FP (X) 和 FP (Y ) 的左拟一致. 因为 FP (X)

是 FP (Y )的子群,所以 GY | FP (X) = GX . 此外,由引理 5.2.8有 GX | X = UX

和 GY | Y = UY . 因此,

GY | X = GY | X = GX | X = UX .

那么由引理 5.2.10 知 X 是拟 P 嵌入 Y .

问题 5.2.12 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意 τ(ŨY
∗
) 稠子空间. 若 X 是拟

P 嵌入 Y , 那么自然映射 êX,Y : FP (X) → FP (Y ) 是拓扑嵌入?

在 [79] 中, O.V. Sipacheva 证明了若 Y 是 Tychonoff 空间 X 的子空间, 那

么 G(X) 的子群 G(Y,X) 与 G(Y ) 拓扑同构当且仅当 Y 是 P ∗ 嵌入 X. 因此,

我们有下列问题:

问题 5.2.13 设 X 是 Tychonoff 空间 Y 的任意子空间. 那么 PG(X) 的子群

PG(Y,X) 拓扑同构于 PG(Y ) 当且仅当 Y 是拟 P ∗ 嵌入 X?
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感谢漳州师范学院李进金院长, 李克典教授对我在读博期间给予的帮助和

指导!

感谢刘川教授对我论文指导和帮助!

感谢与沈荣鑫博士有益的探讨和四川大学同学的帮助与支持!

感谢漳州师范学院的领导和同事们对我在外求学期间的支持.

感谢我的家人特别是我的爱人王欢对我的支持!
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