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点可数覆盖与序列覆盖映射
Ξ

　　———献给宁德师范高等专科学校

林 　寿
(福建省宁德师范高等专科学校数学系 ,福建宁德 　352100)

　　摘要 :映射与覆盖的方法是研究一般拓扑学的基本工具. 作为对可度量性与紧性一般化而形成

的广义度量理论与覆盖性质理论中的许多问题涉及到对确定的点可数覆盖的研究. 与点可数覆盖

相关的广义度量问题的探讨导致 k 网理论与度量空间的映射理论的发展. 本文在综述了广义度量空

间理论在 90 年代的主要研究课题及国内外学者的重要贡献后 ,分两个部分阐述了作者 (及其合作

者)近 3 年在空间与映射方面的一些工作. 第一部分 (本文第二、三章) 讨论点可数覆盖、点有限覆盖

列与度量空间的 s 映象、紧映象之间的关系 . 第二部分 (本文第四章) 讨论著作《广义度量空间与映

射》中的正则分离性条件及几个有失误的论证.

本文的第一部分围绕度量空间的几类序列覆盖映象中的一些问题开展研究 ,引入了序列网、点

星网、sn 覆盖和 so 覆盖等概念 ,利用了 k 网、紧有限分解网、cs 网和 sn 网等集族性质. 主要的结果是

证明了弱第一可数性与 S2 ,Sω之间的精巧关系 ,建立了度量空间的序列商映象、紧覆盖映象、序列覆

盖映象与 1 序列覆盖映象的特征. 其作用在于充实了序列覆盖映射的理论 ,深化了 Arhangel’skii ,

Michael ,Nogura ,Shibakov ,Svetlichny ,Velichko ,Tanaka等的一些定理 ,尤其是肯定地回答了下述问题.

(1) Arhangel’skii 的问题[208 ] : 是否每一具有权数κ的序列空间是某一具有权数κ的度量空间的

商映象 ?

(2) Ikeda2Liu2Tanaka 的问题[89 ] : 借助度量空间的好的映象刻画具有点正则 cs 网的序列空间.

(3) Liu2Tanaka 的问题[149 ,218 ] : 若具有点可数 k 网的 k 空间 X不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω ,那

么 X是否具有点可数基 ?

(4) Liu2Tanaka 的问题[147 ] : 若具有σ点有限 k 网的 k 空间 X不含有闭子空间同胚于 Sω ,那么 X

是否是 gf 可数空间 ?

(5) Tanaka 的问题[218 ] : 若具有点可数 cs 网的序列空间 X不含有闭子空间同胚于 Sω ,那么 X是

否具有点可数弱基 ?

部分地回答了下述问题.

(6) Michael2Nagami 的问题[158 ] : 度量空间的商 s 映象是否也是度量空间的紧覆盖商 s 映象 ?

(7) Velichko 的问题[231 ] : 寻求拓扑性质Φ使得空间 X是具有性质Φ的度量空间的商 s 映象当

且仅当 X既是Φ空间又是度量空间的商 s 映象.

本文的第二部分围绕著作《广义度量空间与映射》中的正则分离性条件及几处论证有误的命题

开展讨论 ,吸收了 Buhagiar 等研究纤维丛一般拓扑学的思想. 主要的结果是获得了一些 T2 空间中的

广义度量定理 ,拓展了对次仿紧性的研究. 例如 ,证明了强Σ3 空间是次仿紧空间 ,指出了次仿紧性

是完备逆象不变的 ,构造了不具有 Gδ3 对角线的σ闭离散空间、不具有点可数 cs 3 网但有局部可数且
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σ离散 k 网的空间和不具有 p 序列的可展空间等几个有趣的例子. 其意义在于改进了 Burke , Gruen2
hage ,Junnila ,Michael ,Tanaka等的一些结果 ,丰富了映射、覆盖性质与广义度量空间的理论.

综上所述 ,我们的工作对于发展广义度量空间理论具有显著的作用.

关键词 :度量空间 ;点可数集族 ;序列覆盖映射 ;k 网 ;正则空间

2000 美国数学评论主题分类号 :54E35 ,54E40 ,54C10 ,54D55

中图分类号 :O189. 1 　　文献标识码 :A

第一章 　引 　　言

　　拓扑学的中心课题是确定和研究拓扑不变量. Arhangel’skii [12 ]指出 : 一般拓扑学致力于拓

扑空间及连续性的研究 ,有三个主要的“内在”任务 ,一是不同拓扑空间类的比较 ,二是确定类

的研究 ,三是为上述目的及应用的需要定义出新的概念和空间类. 实现任务一的联结空间的映

射的方法是特别地重要 ,该方法是直接建立不同空间类之间的联系 ,任务二主要涉及空间类关

于运算的性质 ,而覆盖的方法对完成上述任务起重要的作用.

由此可见 ,映射与覆盖的方法是一般拓扑学中通用的重要工具 ,通过对度量化问题、空间

与映射的相互分类原则和积空间的仿紧性等一般拓扑学的重要课题的研究导致了广义度量空

间理论的建立[25 ] . 什么是广义度量空间 ?粗略地说 ,它们是这样的一些空间类 [79 ] ,继承了度量

空间所具有的较好的运算性质且度量空间的某些理论或技巧能拓广到这些空间类 ,如是否关

于完备映射或闭映射保持 ? 是否关于子空间或闭子空间遗传 ? 是否关于有限积或可数积封

闭 ?是否具有一定的可和性 ?是否具有某种的覆盖性质 ?从 60 年代起广义度量空间理论一直

是一般拓扑学中活跃的研究方向 ,所涉及的与公理集合论、数理逻辑、组合数学、泛函分析、拓

扑群、动力系统等分支相互交融而形成的大量问题已列入专著《Open Problems in Topology》[159 ] .

过去的 40 年间在不同时期内所取得的广义度量空间理论的成就已先后总结在一些重要的论

著中 ,如文献[5 ,25 ,79 ,80 ,113 ,169 ] .许多知名学者不断提出大量有意义的问题 ,汇同一些长期

未解决的经典问题成为广义度量空间理论进一步向前发展的源泉.

1. 1 　广义度量空间理论的新进展

什么是 90 年代以来广义度量空间理论的主要研究课题 ?这是一个作者难以恰当回答的

问题. 我们不妨来看一看 1990 年以来国际上出版的几部拓扑学论著及最近两次布拉格国际拓

扑学学术讨论会论文集中关于广义度量空间理论方面的论题.

1990 年由 Van Mill 和 Reed[159 ]主编的《Open Problems in Topology》在所列举的 1 100 个问题

中属于广义度量空间方面的问题大至有 ,

(1. 1) 度量化问题与正规 Moore 空间问题 (问题 36 至 41 ,79 至 84 ,98 ,298 至 315 ,348 ,376 ,

1049 ,1056) .

(1. 2) 点可数基空间及相关问题 (问题 120 ,313 ,320 ,322 ,366 ,375 至 380) .

(1. 3) Mi 空间问题 (问题 321) .

(1. 4) cosmic 空间问题 (问题 199) .

(1. 5) MOBI类问题 (问题 362 至 372) .

(1. 6) 紧覆盖映射问题 (问题 392 至 394) .

(1. 7) 单调正规空间问题 (问题 381) .

1992 年在 HuÍek 和Van Mill [88 ]主编的《Recent Progress in General Topology》(第 7 次布拉格国
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际拓扑学学术讨论会论文集)中由 Gruenhage[80 ]撰写的“Generalized metric spaces and metrization”

总结了 1984 年以来在广义度量空间与度量化方面的重要成果 ,主要论题有 ,

(2. 1) 对称度量空间.

(2. 2) 点可数基空间.

(2. 3) 单调正规空间与 Mi 空间.

(2. 4) Moore 空间、可展空间与严格 p 空间.

(2. 5) MOBI类.

(2. 6) LaÍnev 空间、cosmic 空间与 k 网.

(2. 7) Tychonoff 积与 6 积的正规性.

1997年 Arhangel’skii [8 ]在纪念 Alexandroff 诞辰 100 周年的报告“Some recent advances and

open problems in general topology”中论述了在过去的 5 至 7 年来作者感兴趣的度量化理论、映射

理论和函数空间理论方面的成果与问题 ,所涉及的广义度量空间方面的课题有 ,

(3. 1) 点可数基空间与度量化.

(3. 2) 具有 Gδ对角线的空间与可展空间.

(3. 3) cosmic 空间与 Τ 0 空间.

(3. 4) 一对一映射与次可度量空间.

(3. 5) 紧覆盖映射与诱导完备映射.

1997 年在Aull 和Lowen[13 ]主编的《Handbook of the History of General Topology ,V1》中由Naga2
ta [171 ]撰写的“The flowering of general topology in Japan”和 Nagata[172 ]近来撰写的“Recent progress of

general topology in Japan”中自 1990 年以来日本在广义度量空间方面的主要工作涉及 ,

(4. 1) 度量空间的分解空间及其度量化.

(4. 2) LaÍnev 空间与 k 网理论.

(4. 3) 具有广义度量因子 6 积的正规性.

(4. 4) 广义度量空间的万有 (universal)空间.

1998 年由 HuÍek[87 ]编辑的第 8 次布拉格国际拓扑学学术讨论会论文集中发表的 25 篇特

邀报告中有 6 篇是广义度量空间方面的内容 ,主要工作涉及 ,

(5. 1) 确定度量空间的闭映象与几乎开映象.

(5. 2) 单调正规空间.

(5. 3) 具有广义度量因子有限积的正规性.

在《莫斯科大学数学力学通报》1999 年第 3 期上发表的纪念 Urysohn 诞辰 100 周年的论文

集中发表的 11 篇报告中有 3 篇是广义度量空间方面的内容 ,主要工作涉及 ,

(6. 1) 度量化问题.

(6. 2) 度量空间与映射.

(6. 3) 弱第一可数性.

从以上所列的课题可见度量化问题依然是一般拓扑学的核心问题 ,广义度量空间研究的

主要对象是具有点可数基的空间、Moore 空间、Mi 空间、单调正规空间、cosmic 空间、LaÍnev 空间

和 MOBI类等 ,主要工具是点可数覆盖、展开列、基、网、k 网、紧覆盖映射和紧映射等. 一些重要

结果有 ,
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关于度量化问题

定理 1. 1. 1 　(1) (ZF)第二可数的正则空间是可度量化空间[77 ] . (回答 1963 年 L¾uchli [103 ]

提出的问题) . (2) (ZF + DC) Stone 定理不成立 : 存在非仿紧的度量空间[78 ] .

定理 1. 1. 2 　(ZFC)存在不具有拟 Gδ对角线的遗传仿紧完正规的 Q 集空间[16 ] ; 存在非仿

紧的正规可遮空间[17 ] . (回答文[159 ]的问题 57 ,119)

定理 1. 1. 3 　具有一致 ( G)和点 Gδ性质的空间是具有σ离散网的半层空间[59 ,168 ] .

定理 1. 1. 4 　存在具有σ离散π基的 Moore 空间不能稠密地嵌入任何具有 Baire 性质的

Moore 空间[50 ] . (回答文[159 ]的问题 303 ,及 1974 年 Reed[183 ]提出的问题)

关于紧覆盖映射及映射的相关论题

定理 1. 1. 5 　可分度量空间到可数度量空间的可数紧覆盖映射是诱导完备映射[100 ] . (回

答文[159 ]的问题 393)

定理 1. 1. 6 　可分度量空间到度量空间的可数紧覆盖的紧映射未必是诱导完备映射[41 ] .

(回答文[159 ]的问题 392)

定理 1. 1. 7 　对于w( X) =κ, X 是解析 (analytic)度量空间当且仅当 X 是Baire 空间κω的闭

子空间的几乎开 s 映象[84 ] .

定理 1. 1. 8 　Moore 空间的第一可数的φ扩张是可展空间[165 ] .

定理 1. 1. 9 　存在 LindelÊf 的正则空间 X 使得闭映射 f : X →Y 不是诱导不可约映射[81 ] .

(回答 Ponomarev 的问题 ,见文[44 ,第 162 页 ])

关于积空间

定理 1. 1. 10 　存在遗传正规 ,σ相对离散 ,基数 c 的 Dowker 空间[15 ] .

定理 1. 1. 11 　设Σ是半层空间的Σ积. 若Σ的每一有限子积是仿紧空间 ,那么Σ是正规

空间当且仅当它是可数仿紧空间[101 ] .

定理 1. 1. 12 　(CH) LaÍnev 空间 Sω
2
的Σ积不是正规空间[47 ] . (回答 1985 年 Kodama 的问

题)

定理 1. 1. 13 　(MA + ┐CH)存在正规 ,可分 ,局部紧的 Moore 空间 X 使得 X2 不是正规空

间[36 ,160 ] . (回答文[159 ]的问题 299 ,300)

关于单调正规空间

定理 1. 1. 14 　存在非 K0 的循环 (cyclic)单调正规空间[184 ] . (回答文[159 ]的问题 381)

定理 1. 1. 15 　完备映射未必保持弹性 (elastic) 空间 [35 ,72 ] . (回答 1971 年 Tamano 和 Vaugh2
an[210 ]提出的问题)

关于基、k 网与网

定理 1. 1. 16 　存在完全正则的具一致基的空间不具有点可数闭 k 网[53 ] . (回答 1984 年

Gruenhage ,Michael 和 Tanaka[82 ]提出的问题)

定理 1. 1. 17 　空间 X 是局部可分度量空间的闭映象当且仅当 X 是具有由可分子集组成

的点可数 k 网的 Fréchet 空间[186 ] .

定理 1. 1. 18 　(CH)存在 cosmic 空间 X 使得 dim ( X) = 1 且 ind ( X) = Ind ( X) = 2[8 ,43 ] . (回

答 1966 年 Arhangel’skii [5 ]提出的问题)

定理 1. 1. 19 　存在连通的 cosmic 空间 X使得 X不是连通的可分度量空间的映象[229 ] .
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下面我们介绍国内学者关于广义度量空间理论的贡献. 国内较早并长期从事广义度量空

间理论研究的学者当属高国士教授和高智民教授. 在 70 年代末至 80 年代我国学者就已在广

义度量空间理论中作出不少值得称赞的成果[150 ,151 ] . 如 1981 年王戍堂得到了有理数直线 R 能

够拓扑分划任一自稠密的度量空间的有趣结果 ,1982 年周浩旋回答了 HuÍek 提出的具有小对

角线空间的度量化问题 ,1983 年高国士论述了至今最好的 M1 空间的闭映射定理 ,1984 年周浩

旋探讨了度量空间的控制族及 CW复形的闭映象的积空间性质 ,1985 年孙叔豪证明了具有拟

弱 Gδ对角线的可数紧空间是紧空间 ,1986 年江守礼解决了“严格 p 空间问题”,1987 年高智民

引入了至今仍在广义度量空间理论中广泛使用、具有特别意义的“cs 3 网”的概念并与 Hattori

获得了平行于“Hanai2Morita2Stone 定理”的 Τ空间的映射定理 ,1989 年吴利生利用 Souslin 性质

阐明了 Morita 的 P(ω)空间的结构.

进入 90 年代我国学者每年在广义度量空间理论方面都有不少优秀的成果涌现 ,这首先得

益于国家自然科学基金加大对基础研究的投入力度 ,其次得益于国内学者与日本、美国、加拿

大、新西兰、芬兰等国学者的较为广泛的合作. 据不完全统计 ,1990 年以来四川大学 (3) 、山东

大学 (2) 、西北大学 (2) 、首都师范大学 (2) 、苏州大学 (1) 、广西大学 (1) 、宁德师范高等专科学校

(4)等校至少主持过 15 项与广义度量空间理论相关的国家自然科学基金资助项目的研究工

作 ,国家自然科学基金还资助了 1993 年的苏州国际一般拓扑学学术会议、1997 年的金华国际

拓扑学学术会议、1998 年的北京国际一般拓扑学学术会议以及部分学者的“国际合作与交流

项目”、“资助出国参加国际学术会议项目”. 这也从另一角度说明了国内关于广义度量空间理

论的研究成果是极为丰富和具有相当的影响力.

我们简略报告国内学者 90 年代在广义度量空间理论方面一些具有一定影响和较多引用

的工作. 1990 年至 1991 年滕辉[226～228 ]系统地探讨了广义度量空间的Σ积和σ积 ,解决了 Chiba

和 Yajima 提出的几个问题 ,如证明了半层空间族的Σ积是集态次正规空间. 1990 年至 1993 年

恽自求[99 ,258～260 ]获得了 Τ空间的系列结果 ,如他与 Junnila 证明了 Τ空间等价于不含有闭子空

间同胚于 Sω
1
的具有σ遗传闭包保持 k 网的空间. 1992 年王尚志与Milner[161 ]建立了广义序空间

的嵌入定理与度量化定理并解决了 1971 年 Lutzer[152 ]提出的困难问题被国际拓扑学界称为是

度量化方面最有趣的结果之一. 钟宁[264～265 ]在困难的M3 空间上取得了一些进展 ,如 1992 年关

于具有 M3 因子的乘积空间定理及 1994 年关于“小 M3 空间是 M1 空间”的工作. 1993 年王延庚

和王戍堂[235 ]研究了判断 Br 空间的一般性方法. 1992 年至 1997 年刘川与戴牧民[38 ,135～141 ]关于

遗传闭包保持集族、弱基及度量空间的紧覆盖 s 映象的工作 ,尤其是证明了 g 可度量空间等价

于不含有闭子空间同胚于 Sω的具有σ遗传闭包保持 k 网的 k 空间. 从 1996 年至 1998 年刘川

与 Tanaka[145～149 ]在星可数 k 网及相关的紧可数 k 网、σ点有限 k 网、局部可分度量空间的映象

等方面完成了一系列系统的工作 ,如证明了空间 X 是局部可分度量空间的闭映象当且仅当它

是具有星可数 k 网的 Fréchet 空间. 1997 年冯秀凤与 Tamano[51 ]证明了可数多个 LaÍnev 空间积

的可数扇密度子空间是可度量空间 ,解决了 Arhangel’skii 提出的问题.

此外 ,高智民[65 ]关于广义度量空间的 g 函数刻画 ,戴牧民等[37 ,39 ]关于 Di 空间的工作 ,

1991 年朱建平[270 ]关于弱第一可数空间的工作 ,1993 年高智民[67 ]关于 g 可度量空间的工作 ,

1994 年周浩旋与 Fitzpatrick[52 ]关于度量空间的拓扑完备化的工作 ,1995 年陈怀鹏[30 ]关于乘积
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空间的 k 空间性质的工作 ,1996 年高印珠[59 ]关于 Collins2Reed2Roscoe2Rudin 度量化定理的工

作 ,1997 年燕鹏飞[242 ,244 ]关于度量空间紧映象的工作 ,1998 年曹继岭等[27 ]关于拟一致结构和

拟可度量空间的工作和周浩旋等[236 ]关于单调正规空间的工作 ,1999 年屈志斌与高智民[182 ]关

于具有紧可数 k 网空间的工作等都是国内关于广义度量空间理论的较好工作 ,限于篇幅 ,我们

不在此一一叙述.

1. 2 　记号与术语

我们将围绕覆盖与映射相关的一些问题进行工作 ,主要涉及点可数覆盖、点正则覆盖与度

量空间的紧覆盖映象、序列覆盖映象及 1 序列覆盖映象. 与点可数覆盖和点正则覆盖相关的映

射是 s 映射与紧映射. 从 MOBI类的研究[18 ,34 ]可见作为对开 s 映象与开紧映象探讨深化的度

量空间的商 s 映象与度量空间的商紧映象是两类重要的广义度量空间类 ,与 Michael2Nagami 问

题[158 ]相关而涉及的这些映射是否是紧覆盖映射的问题是耐人寻味的. 进一步的研究导致 k

网理论及序列覆盖映射理论的发展 ,它们在刻画确定的广义度量空间上所显示的独特作用可

见文献[113 ,133 ,218 ,222 ] .

我们约定 : 本文所论空间均是满足 T2 分离性公理的拓扑空间 ,映射指连续的满函数. N 表

示自然数集. 对于集合 X 的子集族 P , x ∈X 和 A < X ,记 ( P) x = { P ∈P : x ∈P} , st ( x , P) = ∪

( P) x , st ( A , P) = ∪{ P ∈P : P ∩A ≠ª} , P <ω = { F < P : F 是有限的} . 若 xn ( n ∈N) 是 X 中的

一列点 , < xn > 表示 X 的子集{ xn : n ∈N} ; ( xn) 表示笛卡儿积 X
ω中的第 n 个坐标为 xn 的点 ;

象通常一样 , { xn}表示 X 中的第 n 项为 xn 的序列. 对于空间 X ,τ( X) (在不引起混淆时记τ) 表

示 X 上的拓扑. 以符号 ■表示命题论证结束或命题是不证自明的.

未定义的术语以文[49 ,113 ]为准. 为叙述的方便起见 ,在引用文献时一些在文 [113 ]中论

证过的命题有时以文[113 ]代替原始文献 ,请这些命题的作者谅解. 先回忆一些重要的映射类

及覆盖族.

定义 1. 2. 1[49 ] 　设映射 f : X ϖ Y.

(1) f 称为 s 映射 ,若每一 f - 1 ( y) 是 X 的可分子集.

(2) f 称为紧映射 ,若每一 f - 1 ( y) 是 X 的紧子集.

(3) f 称为商映射 ,若 f - 1 ( U) 是 X 的开子集 ,则 U 是 Y 的开子集.

(4) f 称为伪开映射 ,若 V 是 X 的开子集且 f - 1 ( y) < V ,则 f ( V) 是 y 在 Y 中的邻域.

(5) f 称为几乎开映射 ,若对于 y ∈Y ,存在 x ∈f - 1 ( y) 使得如果 U 是点 x 在 X 中的邻域 ,

则 f ( U) 是点 y 在 Y 中的邻域.

(6) f 称为开映射 ,若 V 是 X 的开子集 ,则 f ( V) 是 Y 的开子集.

(7) f 称为闭映射 ,若 F 是 X 的闭子集 ,则 f ( F) 是 Y 的闭子集.

(8) f 称为完备映射 ,若 f 是闭且紧的映射.

易验证 ,

　　　　　开映射 ] 几乎开映射

　　　　　　　　　　　Τ
完备映射 ] 闭映射 ] 伪开映射 ] 商映射.

定义 1. 2. 2 　设映射 f : X ϖ Y.

(1) f 称为紧覆盖映射[154 ] ,若 Y 的任一紧子集是 X 中某紧子集在 f 下的象.
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(2) f 称为序列商映射[19 ] ,若 Y 中的序列{ yn}收敛于 y ,那么存在{ yn}的子序列{ yni}和 X

中收敛于某点 x ∈f - 1 ( y) 的序列{ x i}使得每一 x i ∈f - 1 ( yni) .

(3) f 称为序列覆盖映射[200 ] ,若 Y 中的序列{ yn}收敛于 y ,那么存在 X 中收敛于某点 x ∈

f - 1 ( y) 的序列{ xn}使得每一 xn ∈f - 1 ( yn) .

(4) f 称为伪序列覆盖映射[82 ,89 ] ,若 Y 中的任一 (含极限点的) 收敛序列是 X 中某紧子集

在 f 下的象.

(5) f 称为子序列覆盖映射[128 ] ,若{ yn}是 Y 中的收敛序列 ,那么存在 X 中的紧子集 K 使

得 f ( K) 是{ yn}的子序列.

(6) f 称为 1 序列覆盖映射[114 ] ,若对于 y ∈Y 存在 x ∈f - 1 ( y) 满足 : 如果 Y 中的序列{ yn}

收敛于 y ,那么存在 X 中收敛于 x 的序列{ xn}使得每一 xn ∈f - 1 ( yn) .

(7) f 称为 2 序列覆盖映射[114 ] ,若对于 y ∈Y 及 x ∈f - 1 ( y) 满足 : 如果 Y 中的序列{ yn}收

敛于 y ,那么存在 X 中收敛于 x 的序列{ xn}使得每一 xn ∈f - 1 ( yn) .

1971 年 Siwiec[200 ]称定义 1. 2. 2 (3) 的映射为序列覆盖映射 ,1984 年 Gruenhage ,Michael 和

Tanaka[82 ]也称定义 1. 2. 2 (4)的映射为序列覆盖映射 ,为不引起混淆 ,我们在此采用文[89 ]的术

语称定义 1. 2. 2 (4)的映射为伪序列覆盖映射.

易验证 ,

　　　　　　　　　　　　　　　　完备映射 ] 紧覆盖映射

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Τ

2 序列覆盖映射 ] 1 序列覆盖映射 ] 序列覆盖映射

]

伪序列覆盖映射 ]
] 序 列 商 映 射

] 子序列覆盖映射.

定义 1. 2. 3 　设 X 是一个空间 , P < X.

(1) 若 X 中的序列{ xn}收敛于 x ,称{ xn}是终于 P 的 ,如果存在 m ∈N 使得{ x} ∪{ xn : n

≥m} < P.

(2) P 称为 X 中的点 x 的序列邻域 ,若 X 中的序列{ xn}收敛于 x ,则{ xn}是终于 P 的.

(3) P 称为 X 的序列开集 ,若 P 是 P 中每一点的序列邻域.

(4) P 称为 X 的序列闭集 ,若 X \ P 是 X 的序列开集.

(5) X 称为序列空间[54 ] ,若 X 的每一序列开集是 X 的开集.

(6) X 称为 k 空间[56 ] ,若 A < X 使得对于 X 的每一紧子集 K有 K∩A 是 K的闭子集 ,则 A

是 X 的闭子集.

(7) X 称为 Fréchet 空间[54 ] ,若 x ∈cl ( A) < X ,则存在 A 中点组成的序列{ xn}使得在 X 中

{ xn}收敛于 x .

(8) X 称为强 Fréchet 空间[200 ] ,若{ A n}是 X 中的递减的集列且 x ∈∩n ∈Ncl ( A n) ,则存在

xn ∈A n ( n ∈N) 使得在 X 中序列{ xn}收敛于 x .

显然 ,第一可数空间 ] 强 Fréchet 空间 ] Fréchet 空间 ] 序列空间 ] k 空间.

下述引理在我们的证明中将不加说明地被反复使用.

引理 1. 2. 4[113 ] 　设映射 f : X →Y.

(1) 若 Y 是 k 空间 , f 是紧覆盖映射 ,则 f 是商映射.
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(2) 若 Y 是序列空间 , f 是子序列覆盖映射 ,则 f 是商映射.

(3) 若 Y 是 Fréchet 空间 , f 是商映射 ,则 f 是伪开映射.

(4) 若 X 是序列空间 , f 是商映射 ,则 f 是序列商映射.

定义 1. 2. 5[49 ] 　设 P 是空间 X 的子集族.

(1) P 称为 X 的点有限集族 ,若对于每一 x ∈X , ( P) x 是有限的.

(2) P 称为 X 的点可数集族 ,若对于每一 x ∈X , ( P) x 是可数的.

(3) P 称为 X 的星可数集族 ,若对于每一 Q ∈P ,{ P ∈P : P ∩Q ≠ª}是可数的.

(4) P 称为 X 的局部有限集族 ,若对于每一 x ∈X ,存在 x 在 X 中的开邻域U 使得{ P ∈P :

P ∩U ≠ª}是有限的.

(5) P 称为 X 的离散集族 ,若对于每一 x ∈X ,存在 x 在 X 中的开邻域 U 使得{ P ∈P : P ∩

U ≠ª}至多只有一个元.

(6) P 称为 X 的局部可数集族 ,若对于每一 x ∈X ,存在 x 在 X 中的开邻域U 使得{ P ∈P :

P ∩U ≠ª}是可数的.

定义 1. 2. 6 　设 P 是空间 X 的覆盖.

(1) P 称为 X 的网[3 ] ,若 X 的每一开子集是 P 的某子集族的并.

( 2) P 称为 X 的 k 网[177 ] ,若对于 X 中的每个紧子集 K及 X 中包含 K的开集V ,存在 P’∈

P <ω使得 K < ∪P’< V .

(3) P 称为 X 的 cs 网[83 ] ,若 X 中的序列{ xn}收敛于点 x 且 V 是 x 在 X 中的邻域 ,则存在

P ∈P 使得序列{ xn}是终于 P 的且 P < V .

(4) P 称为 X 的 cs 3 网[62 ] ,若 X 中的序列{ xn}收敛于点 x 且V 是 x 在 X 中的邻域 ,则存在

P ∈P 使得序列{ xn}的某子序列是终于 P 的且 P < V .

具有可数网的空间称为 cosmic 空间[154 ] ,具有可数 k 网的空间称为 Τ 0 空间[154 ] . 在大多数

文献中 ,cosmic 空间与 Τ 0 空间都预先假设正则性. 由于本文所论空间是在 T2 空间中 ,为了使

命题更具有一般性 ,所以 cosmic 空间与 Τ 0 空间未预先假设正则性. 术语 cs 3 网由高智民[62 ]引

入 ,近年来的研究表明它是一个很重要的概念 ,Tanaka 在文[213 ]中曾记 cs 3 网为条件 (C1) .

定义 1. 2. 7 　设空间 X 的子集族 P = ∪{ Px : x ∈X}满足 : 对于 x ∈X , Px 是 x 在 X 中的

网 ,即 Px < ( P) x 且若 x ∈G ∈τ,存在 P ∈Px 使得 P < G;并且如果 U , V ∈Px ,那么存在 W ∈Px

使得 W < U ∩V .

(1) P 称为 X 的序列邻域网[114 ] ,若每一 Px 的元是 x 在 X 中的序列邻域.

(2) P 称为 X 的序列开网[114 ] ,若每一 Px 的元是 X 的序列开集.

(3) P 称为 X 的弱基[5 ] ,若 G < X 使得对于 x ∈G存在 P ∈Px ,有 P < G ,那么 G 是 X 的开

集.

上述 Px 分别称为 x 在 X 中的序列邻域网 (简记为 sn 网) ,序列开网 (简记为 so 网) 和弱基

(或弱邻域基) . 若空间 X 的每一点都有可数的 sn 网 ( so 网 ,弱基) ,则称 X 是 snf 可数 ( sof 可

数 ,gf 可数)空间.

在文[119 ]中按审稿专家的建议将 x 的序列邻域称为 sequential barrier at x ,sn 网称为 uni2
versal cs2network. 我们这儿的术语似乎更加兼顾习惯. 易验证 ,对于空间 X 的覆盖 ,基 ] 弱基 ]
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sn 网 ] cs 网 ] cs 3 网. gf 可数 (第一可数)空间等价于 snf 可数 (sof 可数)的序列空间.

为了叙述的方便 ,我们引述文[113 ]中的一个度量化定理.

定理 1. 2. 8 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是可度量空间.

(2) X 是具有σ局部有限基的正则空间.

(3) X 存在开覆盖列{ Un}使得对于 X 的任一紧子集 K, < st ( K, U n) > 是 K 在 X 中的邻

域基.

(4) X 存在展开{ U n}使得每一 U n + 1星加细 U n . ■

此处 , X 的开覆盖列{ U n}称为 X 的展开 ,若对于每一 x ∈X , < st ( x , U n) > 是 x 在 X 中的

邻域基 ,具有展开的空间称为可展空间[49 ] ; 而称 X 的覆盖 U n + 1星加细 U n ,若对于每一 U ∈

U n + 1 ,存在 V ∈U n 使得 st ( U , U n + 1) < V [49 ] .

本节最后定义三个特殊的商空间 S2、Sω和 Sω
1
.

定义 1. 2. 9 　设序列 T0 = { an}收敛于 x0 | T0 且设每一序列 Tn ( n ∈N) 收敛于 an | Tn .

让 T 是空间族 < Tn ∪{ an} > 的拓扑和. S2 = { x} ∪( ∪{ Tn : n ≥0} ) 是由贴合空间 T0 © T 中的

每一 an ∈T0 与 an ∈T 所得到的商空间. Sω = { x} ∪< Tn > 是由贴合空间 T 中所有的 an ∈T 到

一点 x 所得到的商空间. 即 Sω是把可数多个收敛序列的拓扑和中的非孤立点贴成一点所成

的商空间. 一般地 ,对于基数α≥ω, Sα是把α多个收敛序列的拓扑和中的非孤立点贴成一点

所成的商空间. 我们统称形如 Sα的空间为扇空间.

S2 称为 Arens 空间[2 ] , Sω称为序列扇[10 ] . S2 是非 Fréchet 的 gf 可数空间 , Sω和 Sω
1
都是非

gf 可数的 Fréchet 空间.

1. 3 　结果与结构

受高国士教授十多年的教导 ,这几年作者主要在广义度量空间理论方面作过一些探索性

的研究 ,尤其偏爱空间与映射方面的课题. 广义度量空间理论从 60 年代起在国际上蓬勃发展 ,

各个不同时期均不断有名家与名作涌现 ,作者的工作受 Arhangel’skii ,Foged , Gruenhage ,Michael

和 Tanaka 等的影响较大. 本文是作者 (与合作者) 近 3 年来主要研究工作的总结 ,它由两部分

组成.

本文的第一部分 (第二、三章) 围绕点可数覆盖、点有限覆盖列与度量空间的确定的序列覆

盖映射之间的一些问题开展研究 ,主要的问题有 ,

问题 1. 3. 1 　(1) 是否每一具有权数κ的序列空间是某一具有权数κ的度量空间的商映

象 ? (Arhangel’skii 的问题 ,见文[208 ])

(2) 度量空间的商 s 映象是否也是度量空间的紧覆盖商 s 映象 ? (Michael 和 Nagami [158 ]的

问题)

(3) 寻求拓扑性质 Ф使得空间 X 是具有性质 Ф的度量空间的商 s 映象当且仅当 X 既是

Ф空间又是度量空间的商 s 映象. (Velichko [231 ]的问题)

(4) 借助度量空间的好的映象刻画具有点正则 cs 网的序列空间. ( Ikeda ,Liu 和 Tanaka [89 ]

的问题)

(5) 若具有点可数 k 网的 k 空间 X 不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω ,那么 X 是否具有点
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可数基 ? (Liu 和 Tanaka[149 ,218 ]的问题)

(6) 若具有σ点有限 k 网的 k 空间 X 不含有闭子空间同胚于 Sω ,那么 X 是否是 gf 可数空

间 ? (Liu 和 Tanaka[147 ]的问题)

(7) 若具有点可数 cs 网的序列空间 X 不含有闭子空间同胚于 Sω ,那么 X 是否具有点可数

弱基 ? (Tanaka[218 ]的问题)

我们的工作肯定地回答了问题 1. 3. 1 中的 (1) 、(4) 、(5) 、(6) 和 (7) ,部分地回答了问题 1.

3. 1 中的 (2)和 (3) . 主要的结果有 ,

定理 1. 3. 2 　对于任意基数κ及任意空间 X , X 具有基数κ的序列网当且仅当 X 是具有

权数κ的度量空间的序列商映象. (见定理 2. 2. 10)

定理 1. 3. 3 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是度量空间的紧覆盖 s 映象.

(2) X 具有点可数的紧有限分解网.

(3) X 具有点可数的强 k 网. (见定理 2. 3. 8)

定理 1. 3. 4 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是局部可分度量空间的序列覆盖的商 s 映象.

(2) X 既是局部的 Τ 0 空间又是度量空间的序列覆盖的商 s 映象.

(3) X 是具有点可数 cs 网的局部 Τ 0 的序列空间. (见推论 2. 4. 9)

定理 1. 3. 5 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是度量空间的 1 序列覆盖的紧映象.

(2) X 是度量空间的序列覆盖的紧映象.

(3) X 具有点正则 cs 网.

(4) X 具有点正则 sn 网.

(5) X 具有一致 cs 网.

(6) X 具有一致 sn 网.

(7) X 具有点有限 cs 覆盖的点星网.

(8) X 具有点有限 sn 覆盖的点星网. (见定理 3. 1. 8)

定理 1. 3. 6 　空间 X 具有点可数弱基 (基) 当且仅当 X 是具有点可数 cs 网 (cs 3 网) 的序列

空间且不含有闭子空间同胚于 Sω( S2 和 Sω) . (见推论 2. 1. 9)

定理 1. 3. 7 　设 f : X →Y 是序列覆盖映射 ,其中 X 是度量空间. 如果 f 是紧映射或闭映

射 ,则 f 是 1 序列覆盖映射. (见定理 3. 2. 6 和定理 3. 2. 9)

本文的第二部分 (第四章) 对著作《广义度量空间与映射》[113 ]中的正则分离公理及几个论

证有误的命题作几点说明. 主要结果有 ,

定理 1. 3. 8 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是强 ∑3 空间.

(2) X 是次仿紧的 ∑3 空间.

(3) X 是等紧的 ∑3 空间. (见定理 4. 1. 6)

定理 1. 3. 9 　设 f : X →Y 是完备映射. 如果 Y 是次仿紧空间 ,则 X 是次仿紧空间. (见定理

4. 1. 9)
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我们也构造了一些有趣的例子.

例 1. 3. 10 　(1)σ闭离散空间 ]/ 具有 Gδ
3 对角线. (见例 4. 2. 2)

(2) 局部可数且σ离散 k 网 ]/ 具有点可数 cs 3 网. (见例 4. 2. 3)

(3) 可展空间 ]/ p 空间. (见例 4. 2. 3)

上述结果大部分散见于已完成的论文 [21 ,119 ,123～125 ,131～133 ,179 ,248～250 ]中 ,一

小部分是作者未发表的成果. 本文的一些内容是作者与燕鹏飞 ,Buhagiar ,彭良雪等合作的成果

以及与李进金 ,李克典等讨论的结果 (均有注出) ,在此先感谢他们允许将我们合作的成果写入

我的博士学位论文.

为了便于核对或更加严谨、完备起见 ,除一些熟知的知识与引用《广义度量空间与映

射》[113 ]的一部分结果外 ,本文的证明基本上是封闭的 ,若干已先组织在已发表或待发表的论

文中的主要结果均给出文献出处 ,几个近年来发表的或与合作者完成的结果也给出完整的证

明 ,参考文献的选取亦近可能反映 90 年代以来国际上空间与映射研究的重要成果及国内若干

有特色的工作 ,在命题的论证之外还叙述了一些研究线索及作者对空间与映射的感想 ,似乎有

点累赘. 其目的一是增强此文的可读性与完备性 ,二是为进一步的工作抛砖引玉 ,更主要是希

望在不久能以本文为骨架完成一本与《广义度量空间与映射》相衔接的姐妹篇. 我认为 ,本文的

内容 ,结合作者 1994 年至 1997 年关于空间与映射的工作[114～118 ,120～121 ,127～129 ,142 ,167 ] ,刘川 ,

Sakai 和 Tanaka 等关于星可数 k 网与LaÍnev 空间的工作[137～141 ,144～149 ,185～187 ,219～221 ] ,Foged[53 ]与

Nogura ,Shibakov[175～176 ,192～198 ]关于点可数 k 网的工作以及彭良雪关于具有σ遗传闭包保持 k

网的空间与 ∑3 空间的工作[178～179 ]等将是自《广义度量空间与映射》出版以来在空间与映射方

面富有成果的主线索之一.

第二章 　点可数覆盖与度量空间的 s 映象

　　早在 20 年代 Alexandroff 和 Urysohn (见文[8 ])就证明了如果正则空间 X具有由可分度量空

间组成的点可数开覆盖 ,则 X是度量空间. 1960 年 Ponomarev[180 ]用度量空间的开 s 映象刻画了

具有点可数基的空间 ,为 Alexandroff 的空间分类思想奠定了基础 ,伴随着 meta2LindelÊf 等覆盖

性质的进一步深入探索[24 ] ,引导了一批一般拓扑学工作者对于点可数族的浓厚兴趣. 对于由

点可数覆盖所确定的广义度量空间理论较为系统研究的 3 篇重要论文是 1976 年 Burke 和

Michael [26 ]的“On certain point2countable covers”,1984 年 Gruenhage ,Michael 和 Tanaka[82 ]的“Spaces

determined by point2countable covers”以及 1987 年 Tanaka[213 ]的“Point2countable covers and k2net2
works”. 文[214 ]是关于点可数覆盖与度量空间的 s 映象的第一个较详细的综述报告 (含有完整

的证明) . 这些论文的大部分结果已写入作者 1995 年出版的《广义度量空间与映射》[113 ] . 现在 ,

点可数覆盖理论的研究依然是拓扑学中较活跃的课题之一 ,包含函数空间[45 ] 、拓扑群[9 ]等在

内的具有确定的点可数覆盖空间的度量化问题依然吸引着一些一般拓扑学名家的关注[8 ,130 ] .

本章将围绕具有点可数 k 网的空间、具有点可数序列网的空间、具有点可数 cs 3 网的空

间、具有点可数 cs 网的空间与具有点可数紧有限分解网的空间中的一些与度量空间的 s 映象

相关的问题进行工作. 我们应用 Ponomarev[180 ] 、MiÍcenko [162 ]处理度量空间的开 s 映象与点可数

覆盖的技巧 ,发挥 Franklin[55 ]定义的序列闭包拓扑“既有稳定的收敛序列又可回避空间对弱第

一可数性的要求”这一优点 ,解决了 Arhangel’skii ,刘川和 Tanaka 等提出的 4 个问题 (见问题 2.
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1. 2 ,问题 2. 2. 1 (1) ) ,部分地回答了Michael ,Nagami 和Velichko 等提出的 2 个问题 (见问题 2. 3.

1 ,问题 2. 4. 1) ,深化了 Michael ,Nogura ,Shibakov ,Svetlichny ,Tanaka 等的一些结果.

度量空间的几类序列覆盖 s 映象与点可数覆盖的一些重要结果可归纳如下 ,

定理 2. 0. 1 　(1) 空间 X是度量空间的伪序列覆盖 (序列商 ,子序列覆盖)的 s 映象当且仅

当 X具有点可数 cs 3 网[113 ] .

(2) 空间 X是度量空间的序列覆盖的 s 映象当且仅当 X 具有点可数 cs 网[115 ] .

(3) 空间 X 是度量空间的 1 序列覆盖的 s 映象当且仅当 X 具有点可数 sn 网[114 ] .

(4) 空间 X 是度量空间的 2 序列覆盖的 s 映象当且仅当 X 具有点可数 so 网[114 ] .

(5) 空间 X 是度量空间的商 s 映象当且仅当 X 是具有点可数 cs 3 网的序列空间[213 ] .

(6) 空间 X 是度量空间的 1 序列覆盖的商 s 映象当且仅当 X 具有点可数弱基[114 ] .

(7) 空间 X 是度量空间的 2 序列覆盖的商 s 映象当且仅当 X 具有点可数基[114 ] . ■

2. 1 k 网与Liu2Tanaka 的问题

在由点可数覆盖所确定的广义度量空间类中 ,具有点可数 k 网的空间所具有的魅力仅次

于具有点可数基的空间. 研究 M 空间的度量化[82 ] 、度量空间的 s 映象[213 ]与完备逆象[82 ] 、乘积

空间的弱第一可数性[142 ,175 ,194 ,219 ] ,CW复形[146 ,216 ] 、函数空间[153 ] 、广义序空间[143 ] 、具广义度量

条件的拓扑群的度量化[143 ,196 ]及具有点可数基空间的性质[129 ]等均与具有点可数 k 网的空间

有关. 由此可见 ,具有点可数 k 网的空间是较典型的广义度量空间类[222 ] .

具有点可数 k 网空间研究的主旋律之一是它们与由点可数覆盖确定的空间之间的转化 ,

适当的弱第一可数性是一个合适的媒介. 已知的结果有 ,

定理 2. 1. 1 　(1) 具有点可数 k 网的紧空间是可度量化空间[82 ] .

(2) 具有点可数 cs 网的 gf 可数空间具有点可数弱基[129 ] .

(3) 具有点可数 cs 3 网的强 Fréchet 空间具有点可数基[113 ] .

(4) 具有点可数 k 网的正则的强 Fréchet 空间具有点可数基[82 ] . ■

刘川和 Tanaka 提出 ,

问题 2. 1. 2 　(1) 若具有点可数 k 网的 k 空间 X不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω ,那么 X

是否具有点可数基[149 ,218 ] ?

(2) 若具有点可数 cs 网的序列空间 X 不含有闭子空间同胚于 Sω ,那么 X 是否具有点可数

弱基[218 ] ?

(3) 若具有σ点有限 k 网的 k 空间 X 不含有闭子空间同胚于 Sω ,那么 X 是否是 gf 可数空

间[147 ] ?

从定理 2. 1. 1 可见 ,问题 2. 1. 2 的实质是在具有点可数 k 网的空间中 S2 , Sω与弱第一可

数性的关系. 1983 年 Tanaka [212 ]证明了局部可分度量空间的正则的商 s 映象是可度量化空间当

且仅当它不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω; 1994 年刘川和戴牧民[138 ]证明了对于具有点可数

闭 k 网的正则的 k 空间 X ,若 X 具有点 Gδ性质且不含有闭子空间同胚于 Sω ,则 X 是 gf 可数空

间 ; 1995 年Nogura 和 Shibakov[175 ]证明了对于具有点可数 k 网的 Fréchet 空间 X ,若 X 不含有闭

子空间同胚于 Sω ,则 X 是第一可数空间. 受这些工作的启发 ,我们利用序列闭包拓扑减弱了空

间对弱第一可数性的要求 ,同时引入梳和扇的概念 ,推广了戴牧民 ,刘川 ,Nogura ,Shibakov 和
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Tanaka 等的一系列工作 ,并且肯定地回答了问题 2. 1. 2.

先引进几个概念与记号. 与 k 网和 cs 3 网相关的概念是 wcs 3 网和燕鹏飞在文[249 ]引入的

条件 ( A) 和 ( B) . 对于空间 X 的子集族 F ,令 Ints ( F) = { x : ∪F 是点 x 在 X 中的序列邻域} . 对

于 A < X , X 的子集族 F 称为 A 的序列邻域 ,如果 A < Ints ( ∪F) ,即 ∪F 是 A 中每一点在 X 中

的序列邻域. 应注意它与空间中点的序列邻域 (见定义 1. 2. 3) 的区别.

定义 2. 1. 3 　设 P 是空间 X 的覆盖.

(1) P 是 X 的 wcs 3 网[129 ] ,如果{ xn}是 X 中收敛于 x 的序列且 x ∈U ∈τ,则存在 P ∈P 和

{ xn}的子序列{ xni}使得 < xni > < P < U.

(2) 称 P 具有( A) [249 ] ,如果 x ∈U ∈τ,则存在 F ∈P <ω使得 x ∈Ints ( ∪F) < ∪F < U.

(3) 称 P 具有( B) [249 ] ,如果 x ∈U ∈τ,则存在 F ∈P <ω使得 x ∈Ints ( ∪F) < ∪F < U ,且 x

∈∩F.

术语 wcs 3 网由作者与 Tanaka 在文 [ 129 ]中引入 ,它的更早描述是在文 [ 213 ]中记为条件

( C2) .

每一拓扑空间 ( X ,τ) 可重新定义一拓扑στ: O ∈στ当且仅当 O 是 ( X ,τ) 的序列开集. 空

间 ( X ,στ) 称为空间 ( X ,τ) 的序列闭包拓扑空间 ,简记为σX [55 ] . 显然 ,σX 是序列空间 , X 和σX

有相同的收敛序列. 对于空间 X 及 A < X ,记 clσ( A) = clσX ( A) , cls ( A) = { x ∈X :存在 A 中的

序列在 X 中收敛于点 x} .

对于空间 X ,及点 x ∈X. 称 X 的子集 C 是空间 X (在点 x) 的梳[119 ] ,如果 C = { x} ∪< xn

> ∪{ xnm : n , m ∈N} ,其中序列{ xn}收敛于 x ,对于每一 n ∈N ,序列{ xnm}收敛于点 xn ,且 x ,

xn 及 xnm的各项是两两互不相同. 设 C 是 X 的梳 , C 的子集 D 称为 C 的对角 ,如果 D 是 C 的收

敛序列且 D 与无限多个关于 n 的序列{ xnm}相交. 称 X 的子集 F 是空间 X (在点 x) 的扇[119 ] ,

如果 F = { x} ∪{ xnm : n , m ∈N} ,其中对于每一 n ∈N ,序列{ xnm}收敛于点 x ,且 x 及 xnm的各

项是两两互不相同的. 设 F 是 X 的扇 , F 的子集 D 称为 F 的对角 ,如果 D 是 F 的收敛序列且

D 与无限多个关于 n 的序列{ xnm}相交. 空间 X 称为α4 空间[6 ,7 ,174 ] ,如果对于 x ∈X , X 的每一

在 x 的扇有对角收敛于 x .

S2 是没有对角的梳 , Sω 是没有对角的扇. 梳 ,扇和对角的概念在文 [119 ]中定义. 确切地

说 ,它们是文[119 ]的审稿专家在修改意见中提出的概念. 文[176 ]中也出现扇及收敛对角的概

念. 而α4 空间是采用 Nogura[174 ]的术语 ,Arhangel’skii [6 ,7 ]在讨论 Fréchet 空间的乘积性质时把这

空间命名为类 < 4 > . 易验证 ,对于空间 X的覆盖 ,

sn 网 ] (B) ] (A)

　Τ 　　Τ 　　Τ
cs 网 ] cs 3 网 ] wcs 3 网 α k 网.

X 是 snf 可数空间 ] X 是α4 空间 ΖσX 是α4 空间 ] σX 不含有闭子空间同胚于 Sω ] X 不含

有闭子空间同胚于 Sω ,且空间 X 是强 Fréchet 空间当且仅当 X 是 Fréchet 的α4 空间.

为了说明上述覆盖的进一步关系 ,我们先证明一个与著名的 MiÍčenko [162 ]引理类似的有趣

结果 ,它主要是由燕鹏飞证明的.

引理 2. 1. 4[249 ] 　如果 P 是空间 X 的点可数覆盖 ,那么 X 的每一子集仅有至多可数多个
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由 P 的元组成的极小有限的序列邻域.

证明. 对于每一 F ∈P <ω ,让 H( F) = { H < X : F 是 H 的极小的序列邻域} . 设 A < X ,如果

存在不可数多个 F ∈P <ω使得 A ∈H( F) ,则存在 m ∈N 和 P <ω的不可数子集 ∧使得对于每一

F ∈∧有| F| = m 且 A ∈H( F) .

设 R 是 P 的满足对于不可数多个 F ∈∧有 R < F 的极大子集 ,那么 0 ≤| R| < m. 让Γ=

{F ∈∧: R < F} . 如果 F ∈Γ ,则 A ⁄ Ints ( ∪R) . 选取 x ∈A \ Ints ( ∪R) ,则存在 X 中收敛于 x

的序列{ xn}使得所有的 xn | ∪R. 让 L = < xn > ,由于∪F 是 x 的序列邻域 ,于是 L 与 F 的某

些元相交. 因为 P 是点可数的且Γ是不可数的 ,所以存在 P ∈P 使得 L ∩P ≠ª且有Γ的不可

数多个元含有 P ,于是 P | R 且有Γ(因而∧) 的不可数多个元含有 R ∪{ P} ,这与 R 的极大

性矛盾. 故仅有至多可数多个 F ∈P <ω使得 A ∈H( F) . ■

引理 2. 1. 5 　对于空间 X ,考虑下述条件 :

(1) X 有点可数覆盖满足 ( B) .

(2) X 是具有点可数 cs 3 网的α4 空间.

(3) X 是具有点可数 wcs 3 网的α4 空间.

(4) X 有点可数覆盖满足 ( A) .

那么 (1) Ζ (2) ] (3) ] (4) . 若更设 X 是正则空间 ,那么 (4) ] (1) .

证明　(1) ] (2) ] (3) 是显然的.

(3) ] (4) . 设 X 是α4 空间 ,且 P 是 X 的点可数的 wcs 3 网. 若 P 不具有 ( A) ,则对于某一 x

∈U ∈τ不存在 F ∈P <ω使得 x ∈Ints ( ∪F) < ∪F < U. 对于 U 的每一可数子集 C ,让 P ( C) =

{ P ∈P : P ∩C ≠ª, P < U} = < Pi ( C) > . 让 C0 = { x} ,那么 P1 ( C0) 不是 x 在 X 中的序列邻域 ,

存在 U \ P1 ( C0) 中收敛于点 x 的序列{ x1 n} . 让 C1 = < x1 n > ,因为 P 是 X 的 wcs 3 网 ,存在 n1

∈N 和 C1 的无限子集 C1’使得 C1’< ∪{ Pi ( Cj) :1 ≤i ≤n1 ,0 ≤j ≤1} . 不失一般性 ,我们可以

设 C1’= C1 ,那么∪{ Pi ( Cj) : 1 ≤i ≤n1 ,0 ≤j ≤1}不是 x 在 X 中的序列邻域. 继续上述的过程 ,

对于每一 m ∈N ,可以归纳地选取 Cm = { xnm : n ∈N} < U 和递增的序列{ nm}使得序列{ xnm} n

收敛于 x ,且 Cm < ∪{ Pi ( Cj) :1 ≤i ≤nm ,1 ≤j ≤m} \ ∪{ Pi ( Cj) :1 ≤i ≤nm - 1 ,0 ≤j ≤m21} . 这

说明每一 P ∈P 仅与有限多个 Cm 相交. 让 S = { x} ∪< Cm > ,则 S 是 X 在点 x 的扇. 因为 X

是α4 空间 , S 有对角收敛于 x ,从而存在 P ∈P 使得 P < U 且 P 与无限多个 Cm 相交 ,矛盾. 故

P 有 ( A) ,所以 X 有点可数覆盖满足 ( A) .

(2) ] (1) . 设 X 是具有点可数 cs 3 网的α4 空间. 让 P 是空间 X 的点可数的 cs 3 网. 对于任

一 x ∈U ∈τ,置 R x = { ∪P′x :P′x ∈( P) x
<ω且 ∪P′x 是 x 在 X 中的序列邻域} . 如果 R x 不是 x

在 X 中的网 ,那么存在 X 的开子集 G 使得 x ∈G 且对于每一 F ∈R x 有 F ⁄ G. 记{ P ∈Px : P <
G} = < Pi > , Fn = ∪{ Pi : i ≤n} , n ∈N . 则每一 Fn 不是 x 在 X 中的序列邻域. 因为 ( P) x 是 x

在 X 中的 cs 3 网 ,对于每一 i ∈N ,存在 X 中收敛于 x 的序列 Ti 和 ni ∈N 使得 Ti < Pni + 1 \ Fn
i
且

ni + 1 > ni . 置 T = { x} ∪< Ti > . 那么 T 是 x 在 X 的扇. 因为 X 是α4 空间 , T 有对角{ xk}收敛于

x ,于是存在 i ∈N 使得 Pi 含有{ xk}的子序列{ xk
m
} . 从而存在 m , j ∈N 使得 j ≥i 且 xk

m
∈Tj ,因

些 , xk
m
∈Pi ∩( X \ Fn

j
) = ª,矛盾. 故 R x 是 x 在 X 中的可数的 sn 网. 从而 ,存在 F ∈P <ω使得 x

∈Ints ( ∪F) < ∪F < U ,且 x ∈∩F. 因此 , P 满足条件 ( B) .
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(4) ] (1) . 设 X 是正则空间且 P 是 X 的满足 ( A) 的点可数覆盖. 对于每一 F ∈P <ω ,置 M

( F) = { x ∈X : ∪F 是{ x}的极小序列邻域} . 对于每一 P ∈P. 让 P’= P ∪( ∪{ M ( F) :F ∈P <ω ,

P ∈F} ) . 那么 P’< cl ( P) . 事实上 ,对于每一 x ∈M ( F) 和 P ∈F 有 x ∈Ints ( ∪F) ,而 x | Ints

( ∪( F \ { P} ) ) ,于是存在 P 中收敛于点 x 的序列 ,因此 x ∈cl ( P) ,所以 P’< cl ( P) . 让 P’=

{ P’: P ∈P} . 对于每一 x ∈X ,置 A x = ∪{ F ∈P <ω : x ∈M ( F) } ,由引理 2. 1. 4 ,仅对至多可数多

个 F ∈P <ω有 x ∈M ( F) ,所以 A x 是可数的. 因为 x ∈P’当且仅当 x ∈P ,或 x ∈M ( F) 且 P ∈

F ,于是 P ∈A x ,故 P’是点可数的. 对于每一 x ∈W ∈τ,由于 X 的正则性 ,存在 U ∈τ使得 x ∈

U < cl ( U) < W. 选取 F0 ∈P <ω使得 x ∈Ints ( ∪F0) < ∪F0 < U. 不妨设 x ∈M ( F0) . 让 F0’=

{ P’: P ∈F0} ,那么对于每一 P’∈F0’有 x ∈P’. 另一方面 , x ∈Ints ( ∪F0’) < ∪F0’< cl ( ∪

F0’) < cl ( U) < W. 所以 P’满足 ( B) . ■

引理 2. 1. 6 　对于空间 X ,考虑下述条件 :

(1) X 有点可数 cs 3 网且 X的每一紧子集是序列紧的.

(2) X 有点可数 wcs 3 网且 X 的每一紧子集是序列紧的.

(3) X 有点可数 k 网.

那么 (1) ] (2) Ζ (3) . 若更设 X 是正则的α4 空间 ,那么 (2) ] (1) .

证明 　显然 , (1) ] (2) . 由定义 2. 1. 3 及定理 2. 1. 1 (1) 知 (3) ] (2) . 若 X 是正则的α4 空

间 ,由引理 2. 1. 5 知 (2) ] (1) .

(2) ] (3) . 设 P 是空间 X 的点可数的wcs 3 网且 X 的每一紧子集是序列紧的. 对于 X 的紧

子集 K < U ∈τ和 x ∈K,记 H = { P ∈P : P < U} , ( H) x = < Pn ( x) > . 若不存在 F ∈H <ω使得

K < ∪F ,则可选取 K中的序列{ xk}使得当 n , j < k 时有 xk | Pn ( xj) ,这时每一 Pn ( xj) 仅含有

{ xk}的有限多项. 因为 K是序列紧的 ,所以序列{ xk}存在收敛的子序列{ xk
i
} . 设{ xk

i
}收敛于 a

∈K,由于 P 是 X 的wcs 3 网 ,于是存在 P ∈H 使得 P 含有无限多个 xk
i
,矛盾. 故存在 F ∈H <ω

使得 K < ∪F ,这说明 P 是 X 的 k 网. (3)成立. ■

引理 2. 1. 5 和引理 2. 1. 6 是文 [249 ]的主要结果 ,引入条件 ( A) 和 ( B ) 的目的是想寻求从

点可数 k 网到点可数 cs 3 的过渡条件. 它的必要性反映在 ,正如本节开头所述 ,点可数 k 网是

众多问题所关注的焦点 ,而点可数 cs 3 网恰刻画了度量空间的伪序列覆盖的 s 映象 (定理 2. 0.

1 (1) ) ,另一方面 ,这也涉及刘川 [130 ]提出的下述问题 : 若具有点可数 k 网的 Fréchet 空间 X 不

含有闭子空间同胚于 Sω
1

,那么 X 是否具有点可数的 cs 3 网 ?引理 2. 1. 6 表明 ,具有点可数 k 网

的正则的α4 空间具有点可数的 cs 3 网. 在对该问题的讨论中 ,我们意外地发现问题 2. 1. 2 (3)被

肯定地回答. 为此 ,下面说明 S2 , Sω与弱第一可数性的关系.

定理 2. 1. 7 　设空间 X 具有点可数 wcs 3 网 ,那么

(1) 如果σX 不含有闭子空间同胚于 S2 ,则σX 是 Fréchet 空间.

(2) 如果σX 不含有闭子空间同胚于 Sω ,则σX 是 gf 可数空间.

证明. 让 P 是空间 X 的点可数 wcs 3 网.

(1) 我们用反证法证明 (1) 成立. 设σX 不是 Fréchet 空间. 易验证 , 对于空间 Z ,σZ 是

Fréchet 空间当且仅当对于每一 A < Z , cls ( A) 在σZ 中是闭的. 于是存在 X 的子集 A 使得 cls

( A) 在σX 中不是闭的. 因为σX 是序列空间 ,存在 cls ( A) 中的序列{ xn}收敛于 x ∈X \ cls ( A) .
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不妨设 < xn > 的各项是两两互不相同的且所有的 xn | A . 由于 X 是 T2 空间 ,存在 X 中两两互

不相交的开子集列{ V n}使得每一 xn ∈V n . 对于每一 n ∈N ,存在 A ∩V n 中的序列{ xnm}收敛于

点 xn . 置 C = { x} ∪< xn > ∪{ xnm : n , m ∈N} ,则 C 是 x 在 X 中的梳. 如果σC 不同胚于 S2 ,因

为σC 是序列空间 ,所以它的拓扑由收敛序列所确定 ,故 C 有对角. 让{ yk}是 C 中收敛于某点

y 的对角. 由于 x | cls ( A) ,所以 y ≠x ,从而对于某个 i ∈N 有 y ∈V i ,于是存在 j ∈N 使得当 k

Ε j 时有 yk ∈V i ,这与{ V n}是两两互不相交的相矛盾 ,故σC 同胚于 S2 . 置 K = { x} ∪< xn > , R

= { P ∈P : P ∩{ xnm : n , m ∈N} ≠ª, cl ( P) ∩K = ª} . 则 R 是可数的. 让 R = < Pk > . 对于每

一 n ∈N ,存在 mn ∈N 使得{ xnm : m Ε mn} < X \ ∪k Φ ncl ( Pk ) . 取 S = K ∪{ xnm : n ∈N , m Ε
mn} . 那么σS 同胚于 S2 . 如果σS 不是σX 的闭子集 ,存在 S 中的序列{ xn

i
m

i
}收敛于 x’| S . 我们

可以假设 ni + 1 > ni . 置 K1 = { x’} ∪{ xn
i
m

i
: i ∈N} . 那么 K1 ∩K = ª,存在 X 中的开集 U 使得 K1

< U < cl ( U) < X \ K,由于 P 是 X 的wcs 3 网 ,存在 P ∈P 使得 P ∩K1 是无限的且 P < U ,从而

有 j ∈N 使得 P = Pj ,由 mn 的选取知对于每一 ni > j 有 xn
i
m

i
| P ,矛盾. 故σS 在σX 中是闭的 ,

所以σX 含有闭子空间同胚于 S2 . (1) 成立.

(2) 设σX 不含有闭子空间同胚于 Sω.

首先 ,我们证明 X 是α4 空间. 若 X 不是α4 空间 ,则存在 X 中的点 x 及 X 中在 x 的扇 F 使

得 F 没有对角收敛于 x . 置 F = { x} ∪{ xnm : n , m ∈N} , R = { P ∈P : P ∩{ xnm : n , m ∈N} ≠ª, x

| cl ( P) } = < Pk > . 对于每一 n ∈N 存在 mn ∈N 使得{ xnm : m Ε mn} < X \ ∪k Φ ncl ( Pk) . 取 T

= { x} ∪{ xnm : n ∈N , m Ε mn} . 则 T 是 x 在 X 中的扇且没有对角收敛于 x . 如果存在 T 中的序

列{ xn
i
m

i
}收敛于 x’≠x . 不妨设 ni + 1 > ni ,那么存在 P ∈R 使得 P ∩< xn

i
m

i
> 是无限的 ,这与

mn 的选取相矛盾. 因此σT 是σX 的闭子集且同胚于 Sω ,矛盾 ,故 X 是α4 空间.

其次 ,证明 X 是 snf 可数空间. 对于任一 x0 ∈X ,在 X 上作新拓扑τ3 如下 :对于 x ≠x0 ,

{ x} ∈τ3 ,点 x0 的邻域基取为原拓扑τ在 X 中的邻域基 ,那么τ3 是正则空间且具有点可数的

wcs 3 网 P ∪{ { x} : x ∈X} .τ3 是α4 空间. 设 x ∈X 且 F 是τ3 在 x 的扇 ,那么 x = x0 . 由于τ与

τ3 在点 x0 有相同的收敛序列 ,于是 F 在τ3 中有对角收敛于 x ,故τ3 是α4 空间. 由引理 2. 1.

5 ,τ3 具有点可数覆盖满足条件 ( B) ,于是τ3 在点 x0 具有可数的 sn 网 ,从而τ在点 x0 也具有

可数的 sn 网 ,故 X 是 snf 可数空间.

最后 ,证明σX 是 gf 可数空间. 对于每一 x ∈X ,设{ Rn}是 X 在点 x 的递减的 sn 网. 显然 ,

每一 Rn 是σX 在 x 的序列邻域. 若 G 是 X 中点 x 的序列邻域 ,如果每一 Rn ⁄ G ,则存在序列

{ rn}使得每一 rn ∈Rn \ G ,于是{ rn}在 X 中收敛于点 x ,从而{ rn}是终于 G 的 ,矛盾. 因此 ,存

在 n ∈N 使得 Rn < G. 这说明{ Rn}是σX 在 x 的 sn 网. 所以σX 是 snf 可数的序列空间 ,即σX 是

gf 可数空间. ■

下述两个推论肯定地回答了问题 2. 1. 2.

推论 2. 1. 8 　设 X 是具有点可数 wcs 3 网的序列空间 ,那么

(1) X 是 Fréchet 空间当且仅当 X 不含有闭子空间同胚于 S2 .

(2) X 是 gf 可数空间当且仅当 X 不含有闭子空间同胚于 Sω.

(3) X 是第一可数空间当且仅当 X 不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω.

若更设 X 是正则空间 ,那么
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(4) X 具有点可数基当且仅当 X 不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω.

证明　由定理 2. 1. 7 及 Fréchet 的 gf 可数空间是第一可数空间知 (1) ～ (3) 成立. 若更设 X

是正则空间. 如果 X 不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω ,由 (3) ,引理 2. 1. 6 和定理 2. 1. 1 (3) 可得

(4) . ■

推论 2. 1. 9 　(1) 空间 X 具有点可数的 sn 网当且仅当 X 具有点可数 cs 网且σX 不含有闭

子空间同胚于 Sω.

(2) 空间 X 具有点可数弱基当且仅当 X 是具有点可数 cs 网的序列空间且不含有闭子空间

同胚于 Sω.

(3) 空间 X 具有点可数基当且仅当 X 是具有点可数 cs 3 网的序列空间且不含有闭子空间

同胚于 S2 和 Sω.

证明　(1) 设空间 X 具有点可数的 cs 网且σX 不含有闭子空间同胚于 Sω. 由定理 2. 1. 7 ,

σX 是 gf 可数空间. 设 P 是空间 X 的关于有限交封闭的点可数的 cs 网 ,我们证明 P 的某子族

构成 X 的 sn 网. 对于每一 x ∈X ,设 < V n > 是点 x 在 X 中的递减的 sn 网. 置 Px = { P ∈P :存在

n ∈N 使得 V n < P} . 那么 Px 是点 x 在 X 中的关于有限交封闭的序列邻域族. 若 Px 不是 x 在 X

中的 sn 网 ,则存在 x 在 X 中的开邻域 G使得 Px 中的每一元都不含于 G 中. 记{ F ∈P :x ∈F <
G} = < Fm > ,那么每一 Vm ⁄ Fm . 取定 xnm ∈V n \ Fm . 对于 n Ε m ,令 yk = xnm ,其中 k = m +

n ( n - 1)
2

,则序列{ yk}收敛于 x ,于是存在 m , i ∈N 使得{ yk : k Ε i} < Fm . 取 k Ε i 使得对于某

个 n Ε m 有 yk = xnm ,那么 xnm ∈Fm ,矛盾. 从而 , ∪{ Px : x ∈X}是 X 的点可数的 sn 网. (1)成立.

由 (1) ,或推论 2. 1. 8 (2)和定理 2. 1. 1 (2) 可得 (2) . 由推论 2. 1. 8 (3) 和定理 2. 1. 1 (3) 可得

(3) . ■

注 2. 1. 10 　(1) Burke 和 Michael [26 ]证明了对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(10. 1) X 有点可数基.

(10. 2) X 有点可数覆盖 P 使得如果 x ∈U ∈τ,则存在 F ∈P <ω有 x ∈( ∪F) 0 < ∪F < U 且

x ∈∩F.

若更设 X 是正则空间 ,则它们也等价于 ,

(10. 3) X 是 k 空间且有点可数覆盖 P 使得如果 x ∈U ∈τ,则存在 F ∈P <ω有 x ∈( ∪F) 0 <
∪F < U.

然而 X 有点可数覆盖满足 ( B) ]/ X 有点可数 cs 网. 由文[113 ]的例 2. 9. 27 ,存在具有点可

数 k 网的正则的 gf 可数空间 X (于是 X 具有点可数覆盖满足 (B) )不具有点可数的 cs 网.

(2) X 有点可数 sn 网 ]/ X 有点可数 k 网 ;例如极大紧化βN .

(3) X 既有点可数覆盖满足 ( A)又有点可数 k 网 ]/ X 有点可数 cs 3 网. 由本文的例 4. 2. 3 ,半

园盘拓扑空间 X 是第一可数的 T2 空间 ,既有点可数覆盖满足 (A)又有点可数 k 网 ,但是 X 不具

有点可数的 cs 3 网.这表明引理 2. 1. 5、引理 2. 1. 6 和推论 2. 1. 8 中空间的正则性是必不可少的.

(4) X 有点可数 cs 网 ]/ X 有点可数覆盖满足 ( A) ;例如序列扇 Sω.

(5) X 有点可数 k 网 ]/ X 有点可数 cs 3 网 ,或 X 有点可数覆盖满足 ( A) ;例如空间 Sω1 .

(6) X 有点可数 cs 网且不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω ]/ σX 不含有闭子空间同胚于 Sω;

例如文[119 ]的例 3. 19 中的空间 T. ■
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本节的内容主要取材于文[119 ,249 ]. 在材料的组织过程中对原文的结果做了一些改进 ,

一是将文[119 ]中关于 k 网的条件减弱为 wcs 3 网 ,二是利用 Nogura 和 Shibakov[175 ]的局部正则

化技巧将文[119 ,249 ]中的几个与正则分离性条件相关的命题减弱为在 T2 空间中成立. 但我

还是有问题 :具有点可数覆盖满足条件 (A)的空间是否是α4 空间 ?

注 2. 1. 11 　近来发现上述问题的回答是肯定的 ,即拓扑空间 X 有点可数覆盖满足 ( A) 当

且仅当 X 是具有点可数wcs 3 网的α4 空间. 引理 2. 1. 5 已证明了具有点可数wcs 3 网的α4 空间

有点可数覆盖满足 ( A) ,而条件 ( A) 蕴含 wcs 3 网 ,所以只须证若空间 (X ,τ) 有点可数覆盖 P 满

足 ( A) ,则 X 是α4 空间. 对于任一 x0 ∈X ,在 X 上作新拓扑τ3 如下 :对于 x ≠x0 , { x} ∈τ3 ,点

x0 的邻域基取为原拓扑τ在 X 中的邻域基 ,那么τ3 是正则空间. 让 P 3 = P ∪{ { x} : x ∈X} ,则

P 3 在空间 ( X ,τ3 ) 是点可数覆盖且满足 ( A) . 事实上 ,设 x ∈U ∈τ3 ,若 x ≠x0 ,则{ x} ∈P 3 且

x ∈Intτ3 ({ x} ) = { x} < U. 若 x = x0 ,则存在 P’∈P <ω使得 x ∈Intτ( ∪P’) < U. 因为 ∪P’是点

x 在 ( X ,τ) 中的序列邻域. 于是 ∪P’是 ( X ,τ3 ) 的序列开集 ,所以 x ∈Intτ3 ( ∪P’) = ∪P’<

U ,故 P 3 有性质 ( A) . 由引理 2. 1. 5 (4) ] (1) 知 ( X ,τ3 ) 具有点可数覆盖满足 ( B) ,所以 ( X ,τ3 )

是 snf 可数空间 ,故 ( X ,τ) 在 x0 是 snf 可数空间. 因此 ( X ,τ) 是α4 空间. ■

2. 2 　序列网与 Arhangel’skii 的问题

众所周知 ,空间 X 是序列空间当且仅当 X 是度量空间的商映象 (见文 [113 ]定理 2. 3. 6) .

关于度量空间的确定的商映象 ,Arhangel’skii 提出下列问题 ,

问题 2. 2. 1 　(1)是否每一具有权数κ的序列空间是某一具有权数κ的度量空间的商映

象[208 ] ?

(2)刻画度量空间的商 s 映象 [5 ] .

问题 (1)是 Svetlichny 在文[208 ]中介绍的由 Arhangel’skii 在莫斯科拓扑学会议上提出的问

题. Svetlichny[208 ]利用集论公理 (MA + ┐CH)否定了该问题 ,并由此引入了序列基 (本节重新定

义为序列拟基 ,见定义 2. 2. 2)的概念 ,证明了对于任意基数κ,空间 X 是具有权数κ的度量空

间的商映象当且仅当 X 是具有基数κ的序列基 ,给出了与问题 2. 2. 1 (1) 相关的具有确定权数

的度量空间商映象的内在特征. 问题 2. 2. 1 (2) 是 Arhangel’skii [5 ]在名著“Mappings and spaces”中

提出的 ,Hoshina[86 ] ,Gruenhage ,Michael 和 Tanaka[82 ]都曾给出它的解 ,Tanaka 在文[213 ]中用具有

点可数的 cs 3 网的序列空间给出较好的回答. 由此可见 ,序列基及 cs 3 网的共同作用之一在于

刻画度量空间的确定的商映象. 受此启发 ,可以推测序列基与 cs 3 网这两个概念之间一定存在

着某种必然的联系.

本节引入了序列网的概念 ,建立了它与序列基 ,cs 3 网之间的较为精确的关系 ,证明了在一

定条件下一个空间的序列基与 cs 3 网是相互等价的 ,进而获得了具有确定权数的度量空间的

序列商映象以及度量空间的序列商 s 映象的刻画 ,利用序列网的概念回答了Arhangel’skii 提出

的寻求确定权数的度量空间的商映象以及度量空间的商 s 映象的问题 2. 2. 1 ,深化了 Svetlichny

和 Tanaka 的已有结果. 本节的内容主要取材于文[124 ] . 对于空间 X 的子集族 P ,记 Pω为 P 的

ω次积.

定义 2. 2. 2[124 ] 　对于空间 X ,设 X 的子集族 P 满足对于每一 x ∈X 存在 Px < Pω具有性

质 :如果 ( Pn) ∈Px ,那么 < Pn > 是 x 在 X 中的递减的网. 简记为 P≈ ∪{ Px : x ∈X} .
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(1) P 称为 X 的序列网 ,如果 P < X 且对于任意的 x ∈P , ( Pn) ∈Px 存在 m ∈N 使得 Pm <
P ,则 P 是 X 的序列开集.

(2) P 称为 X 的序列拟基 ,如果 P < X 且对于任意的 x ∈P , ( Pn) ∈Px 存在 m ∈N 使得 Pm

< P ,则 P 是 X 的开集.

(3) P 称为 X 的 Fréchet 拟基 ,如果 x ∈P < X 且对于任意的 ( Pn) ∈Px 存在 m ∈N 使得 Pm

< P ,则 P 是 x 在 X 中的邻域.

我们之所以将满足条件 (1) 的集族定义为序列网是因为对于任意的空间 X , X 的收敛序列

的全体组成的集族构成了 X 的网且满足条件 (1) . 序列拟基在文 [208 ]中称之为序列基 ,由于

P 的元一般不是 X 的开集 ,所以我们改称“拟基”而不用“基”. Fréchet 拟基是仿照序列拟基及

Fréchet 空间命名的. 事实上 ,序列拟基与 Fréchet 拟基的概念都源于 Sirois2Dumais[199 ]定义的弱

拟第一可数空间与拟第一可数空间. 沿用定义 2. 2. 2 的术语与记号 ,设 P≈ ∪{ Px : x ∈X} ,称

空间 X 是弱拟第一可数的 (拟第一可数的) ,如果 X 具有序列拟基 ( Fréchet 拟基) P 使得每一

Px 是可数的. 定义这两类空间的目的是作为第一可数空间的推广将它们表示为度量空间的确

定的商映象.

我们先建立定义 2. 2. 2 中的几个概念之间的简单联系. 显然 ,对于空间 X 的子集族 P , P

是 X 的第一可数基 ] P 是 X 的 Fréchet 拟基 ] P 是 X 的序列拟基 ] P 是 X 的序列网.

引理 2. 2. 3 　对于空间 X 的子集族 P. 设 P≈ ∪{ Px : x ∈X} ,那么 P 是 X 的序列网当且仅

当如果 x ∈P < X 且对于任意的( Pn) ∈Px 存在 m ∈N 使得 Pm < P ,则 P 是 x 在 X 中的序列邻域.

证明　只须证必要性. 设 P≈ ∪{ Px : x ∈X}是空间 X 的序列网. 如果 x ∈P < X 且对于任

意的 ( Pn) ∈Px 存在 m ∈N 使得 Pm < P ,往证 P 是 x 在 X 中的序列邻域. 若 X 中的序列{ xn}收

敛于 x ,假设存在{ xn}的子序列{ xn
i
}使得所有的 xn

i
| P. 让 Q = X \ < xn

i
> ,易验证 ,对于任意

的点 z ∈Q , ( Pn) ∈Pz 存在 m ∈N 使得 Pm < Q ,于是 Q 是 X 的序列开集 ,这与{ xn}收敛于 x ∈

Q 相矛盾. 因此 ,存在{ xn}的子序列含于 P 中 ,从而 P 是 x 的序列邻域. ■

引理 2. 2. 4 　(1) 空间 X 是序列空间当且仅当 X 具有序列拟基.

(2) 空间 X 是 Fréchet 空间当且仅当 X 具有 Fréchet 拟基.

证明 　易验证 ,空间 X 是 Fréchet 空间当且仅当 X 中每一点的序列邻域是该点在 X 中的

邻域. 设 X 是序列 ( Fréchet) 空间 ,让 P 是 X 的所有收敛序列组成的集族 ,则 P 是 X 的序列

( Fréchet)拟基. 反之 ,设 P≈ ∪{ Px : x ∈X}是 X 的序列 ( Fréchet) 拟基. 如果 X 的子集 P 是 X 的

序列开集且 x ∈P(点 x 在 X 中的序列邻域) ,对于任意的 ( Pn) ∈Px ,若存在 X 的序列{ xn}使得

每一 xn ∈Pn \ P ,因为 < Pn > 是 x 在 X 中的网 ,所以序列{ xn}收敛于 x ,这与 P 是 x 的序列邻

域相矛盾 ,因而存在 m ∈N 使得 Pm < P ,于是 P 是 X 的开集 ( x 在 X 中的邻域) ,故 X 是序列

( Fréchet)空间. ■

推论 2. 2. 5 　(1) P 是空间 X 的序列拟基当且仅当 X 是序列空间且 P 是 X 的序列网.

(2) P 是空间 X 的 Fréchet 拟基当且仅当 X 是 Fréchet 空间且 P 是 X 的序列网. ■

其次 ,我们着重讨论序列网与 cs 3 网之间较为精细的联系. 先叙述文[113 ]引理 2. 7. 4 中关

于点可数 cs 3 网的一个性质.

引理 2. 2. 6 　设 P 是空间 X 的关于有限交封闭的点可数 cs 3 网. 若 X 中的序列{ xn}收敛

于点 x ,则存在 P 的有限子集列{ P n}满足 :
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(6. 1) 对于每一 n ∈N , < xn > < ∪P n 且 P n + 1加细 P n .

(6. 2) 若 x ∈Pn ∈P n ,则 < Pn > 是 x 在 X 中的网.

(6. 3) 对于某一 P’∈Pk ,若 P’含有{ xn}的子序列 ,则 x ∈P’. ■

定理 2. 2. 7[124 ] 　(1) 若 P 是空间 X 的序列网 ,则 P 是 X 的 cs 3 网.

(2)若 P 是空间 X 的关于有限交封闭的点可数 cs 3 网 ,则 P 是 X 的序列网.

证明　(1) 让 P≈ ∪{ Px : x ∈X}是空间 X 的序列网. 设 X 中的序列{ xn}收敛于点 x 且 G

是 x 在 X 中的开邻域 ,因为 P 是 X 的网 ,不妨设所有的 xn ≠x . 置 H = G \ < xn > ,则 H 不是 x

在 X 中的序列邻域. 由引理 2. 2. 3 ,存在 ( Pn) ∈Px 使得对于任意的 n ∈N 有 Pn ⁄ H ,并且存在

m0 ∈N 使得 Pm0
< G. 对于每一 k Ε m0 ,记 Qk = Pk ∩< xn > ,那么 Qk ≠ª. 若有 k0 Ε m0 使得

Qk
0
是一有限集 ,则存在 m1 > k0 使得 Pm

1
< X \ Qk

0
,于是 Qm

1
= ª,矛盾. 从而当 k Ε m0 时 , Qk

为无限集. 因此 , Pm0
含有{ xn}的子序列且 Pm0

< G ,故 P 是 X 的 cs 3 网.

(2)设 P 是空间 X 的关于有限交封闭的点可数 cs 3 网. 对于每一 x ∈X ,置 Px = { ( Pn) ∈

Pω : < Pn > 是点 x 在 X 中的递减的网} ,则 Px ≠ª. 设 x ∈P < X ,如果对于任意的 ( Pn) ∈Px 存

在 m ∈N 使得 Pm < P ,往证 P 是 x 在 X 中的序列邻域. 设 X 中的序列{ xn}收敛于点 x ,不妨设

所有的 xn ≠x . 由引理 2. 2. 6 ,存在 P 的有限子集列{ P n}满足条件 (6. 1) ～ (6. 3) . 记 P n’= { P’

∈P n : P’含有{ xn}的子序列} ,那么 Pn’非空且 P n + 1’加细 P n ,由文 [102 ]引理 37. 4 ( KÊing 引

理) ,对于每一 n ∈N 存在 Pn ∈P n’使得 Pn + 1 < Pn . 这时 x ∈Pn ,从而 ( Pn) ∈Px ,于是存在 m ∈

N 使得 Pm < P. 故存在{ xn}的子序列含于 P 中 ,所以 P 是 x 的序列邻域. 由引理 2. 2. 3 , P 是 X

的序列网. ■

定理 2. 2. 7 引出的问题是 :若 P 是空间 X 的 cs 3 网 ,那么 P 是否是 X 的序列网 ? 下面说

明该问题的回答是否定的.

定理 2. 2. 8[124 ] 　空间 X 是第一可数空间当且仅当若 P 是 X 的关于有限交封闭的 cs 3 网 ,

则 P 是 X 的序列网.

证明　设 X 是第一可数空间 , P 是空间 X 的关于有限交封闭的 cs 3 网. 对于每一 x ∈X ,

设 x 在 X 中的递减的可数局部基为 < Vx , n > . 置 Px = { ( Pn) ∈Pω : x ∈Pn + 1 < Pn < Vx , n} . 则 Px

≠ª且对于任意的 ( Pn) ∈Px , < Pn > 是点 x 在 X 中的递减的网 ,往证 P≈ ∪{ Px : x ∈X}是 X

的序列网. 如果 x ∈P < X 且对于任意的 ( Pn) ∈Px 存在 m ∈N 使得 Pm < P ,设 X 中的序列

{ xn}收敛于 x ,不妨设所有的 xn ≠x 且 < xn > < Vx ,1 . 由于 P 是 X 的 cs 3 网 ,存在 Q1 ∈P 和

{ xn}的无限子集 Z1 使得 cl ( Z1) < Q1 ∩Vx ,2 < Vx ,1 ,于是又存在 Q2 ∈P 和 Z1 的无限子集 Z2 使

得 cl ( Z2) < Q2 ∩Vx ,3 < Vx ,2 , ⋯. 因此 ,我们可归纳地构造 < xn > 的无限子集列{ Zn}以及 ( Qn)

∈Pω使得对于每一 n ∈N 有 cl ( Zn + 1) < cl ( Zn) < Qn ∩Vx , n + 1 < Vx , n . 令 Pn = ∩i Φ nQi ,则 ( Pn)

∈Px ,那么存在 m ∈N 使得 Pm < P ,从而 cl ( Zm) < P ,所以 P 是点 x 在 X 中的序列邻域. 由引

理 2. 2. 3 , P 是 X 的序列网.

反之 ,设 P 是空间 X 的关于有限交封闭的基 ,则 P 是 X 的 cs 3 网 ,于是 P 是 X 的序列网.

由定义 2. 2. 2 , X 的每一点具有可数的局部基 ,所以 X 是第一可数空间. ■

设 X 是任意的非第一可数的拓扑空间 ,由定理 2. 2. 8 , X 的拓扑是 X 的 cs 3 网 ,但它不是 X

的序列网.
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本节的最后一部分利用上面获得的序列网的性质给出度量空间的确定商映象一些新刻

画 ,特别地 ,刻画了度量空间的序列商映象以及度量空间的序列商 s 映象.

引理 2. 2. 9 　设 f : X →Y 是序列商映射. 若 P 是空间 X 的序列网 ,则 f ( P) 是空间 Y 的序

列网.

证明　设 P≈ ∪{ Px : x ∈X} . 对于每一 y ∈Y ,记 R y = { ( f ( Pn) ) : ( Pn) ∈Px , x ∈f - 1 ( y) } ,

则 R y ∈f ( P)ω. 由于 f 的连续性 ,如果 < Pn > 是点 x 在 X 中的递减的网 ,则 < f ( Pn) > 是点 f

( x) 在 Y 中的递减的网. 设 R < Y 且对于任意的 y ∈R , ( Rn) ∈R y 存在 m ∈N 使得 Rm < R ,那

么对于任意的 x ∈f - 1 ( R) , ( Pn) ∈Px ,有 f ( x) ∈R 且 ( f ( Pn) ) ∈R f ( x) ,所以存在 m ∈N 使得 f

( Pm) < R ,于是 Pm < f - 1 ( R) ,因而 f - 1 ( R) 是 X 的序列开集 . 因为 f 是序列商映射 ,故 R 是 Y

的序列开集 ,所以 f ( P)是 Y 的序列网. ■

定理 2. 2. 10[124 ] 　对于任意基数κ及任意空间 X , X 具有基数κ的序列网当且仅当 X 是具

有权数κ的度量空间的序列商映象.

证明　由引理 2. 2. 9 ,只须证必要性. 不妨设κΕω. 设 P≈ ∪{ Px : x ∈X}是空间 X 的基数

为κ的序列网. 对于每一 x ∈X ,记 R x = { ( Rn) ∈Pω :存在 ( Pn) ∈Px 和 i ∈N 使得当 n Ε i 时 Rn

= Pn 且{ x} ∈∩n < iRn} . 再记 P = { Pα:α∈Λ} . 对于每一 n ∈N ,让Λn 是集合Λ赋予离散拓扑

的空间. 定义 M = {β= (αn) ∈Пn ∈NΛn :存在 x (β) ∈X 使得 ( Pαn) ∈R x (β) } . 则 M 是权数不超

过κ的度量空间 ,并且对于每一β∈M , x (β) 是唯一确定的 ,于是可以定义函数 f : M →X 使得 f

(β) = x (β) . 显然 , f 是满函数. 设 P 是 X 的开集并且 f ( (αn) ) ∈P ,那么存在 m ∈N 使得 Pαm <
P. 置Γ= {β∈M :β的第 m 个坐标是αm} . 则Γ是M 的开集 , (αn) ∈Γ且 f (Γ) < Pαm < P ,于是

f 是连续函数. 如果 P < X 且 f - 1 ( P) 是 M 的序列开集 ,对于任意的 x ∈P , ( Pαn) ∈Px ,有 (αn)

∈f - 1 ( P) . 因为 f - 1 ( P) 是 M 的开集 ,存在 Пn ∈NΛn 的基本开集 Пn ∈NΓn 使得 (αn) ∈M ∩

Пn ∈NΓn < f - 1 ( P) . 不妨设当 n Φ m 时Γn = {αn} ,当 n > m 时Γn =Λn . 对于 y ∈Pαm ,取定 ( Pγn)

∈Py ,定义γ= (γ
～

n) ∈Пn ∈NΛn 使得当 n Φ m 时γ
～

n =αn ,当 n > m 时γ
～

n =γn ,那么 ( Pγ
～

n
) ∈

R y ,从而γ∈M ∩Пn ∈NΓn ,于是 y = f (γ) ,故 Pαm < f ( M ∩Пn ∈NΓn) < P ,所以 P 是 X 的序列

开集 ,因此 f 是序列商映射.

以上我们证明了 X 是权数不超过κ的度量空间 M 的序列商映象 ,从而 X 也是与 M 同胚

的κ个空间的拓扑和的序列商的映象 ,故 X 是权数κ的度量空间的序列商的映象. ■

推论 2. 2. 11[208 ] 　对于任意基数κ及任意空间 X , X 具有基数κ的序列拟基当且仅当 X 是

具有权数κ的度量空间的商映象. ■

由定理 2. 2. 7 及定理 2. 0. 1 (1) ,我们可利用序列网给出问题 2. 2. 1 (2) 的另一个解.

定理 2. 2. 12[124 ] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 具有点可数的序列网.

(2) X 具有点可数的 cs 3 网.

(3) X 是度量空间的序列商的 s 映象. ■

推论 2. 2. 13 　(1)空间 X 具有点可数的序列拟基当且仅当 X 是度量空间的商 s 映象.

(2)空间 X 具有点可数的 Fréchet 拟基当且仅当 X 是度量空间的伪开 s 映象. ■

2. 3 　紧有限分解网与 Michael2Nagami 的问题
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Michael 和 Nagami 在文[158 ]中对于度量空间的紧覆盖映射进行了系统的研究 , 证明了空

间 X 是度量空间的开 s 映象当且仅当 X 是度量空间的紧覆盖开 s 映象 , 提出了下述问题 ,

问题 2. 3. 1 　度量空间的商 s 映象是否也是度量空间的紧覆盖的商 s 映象 ?

从文献[32 , 41～42 , 82 , 100 , 122 , 157 ]可见 , 问题 2. 3. 1 诱导了紧覆盖映射、序列覆盖映

射、诱导完备映射等映射理论 , 点可数覆盖理论 , 集论拓扑等课题的发展 , 现已成为一般拓扑

学的著名问题而激发很多有趣的工作. 毫无疑问 , 寻求度量空间的紧覆盖商 s 映象与度量空

间的商 s 映象的内在特征并试图证明它们的等价性是回答问题的路径之一. Gruenhage ,

Michael 和 Tanaka[82 ]证明了度量空间的商 s 映象是度量空间的伪序列覆盖的商 s 映象 (见定理

2. 0. 1 (1) ) , 而 Tanaka [213 ]利用 cs 3 网的概念使 Arhangel’skii 提出的度量空间的商 s 映象的刻画

问题 (见问题 2. 2. 1 (2) )得以完满解决 (见定理 2. 0. 1 (5) ) , 但是度量空间的紧覆盖 s 映象的刻

画问题更加困难. 利用简洁的闭 k 网和 cs 网的概念可构造度量空间的紧覆盖 s 映象 , 刘川和

戴牧民[140 ]引入强 k 网的概念 (见定义 2. 3. 3 (2) ) 给出了度量空间的紧覆盖 s 映象的第一个刻

画 , 相关的结果有 ,

定理 2. 3. 2 　 (1) 具有点可数闭 k 网的空间是度量空间的紧覆盖的 s 映象[155 ] .

(2) 具有点可数 cs 网且每一紧子集可度量化的空间是度量空间的紧覆盖的 s 映象[115 ] .

(3) 空间 X 是度量空间的紧覆盖的 s 映象当且仅当 X 具有点可数的强 k 网[140 ] . ■

但强 k 网因形式较为复杂难以进一步发挥作用 , 而闭 k 网和 cs 网的条件又都严格强于

Michael2Nagami 问题中所需要的集族性质 , 所以用弱于闭 k 网和 cs 网且较为简单的概念来代

替强 k 网应是解决 Michael2Nagami 问题的方向之一. 为此 , 燕鹏飞在文 [248 ]中引入了紧有限

分解网的概念作为闭 k 网、cs 网和强 k 网的深化 , 本节证明了一个空间是度量空间的紧覆盖 s

映象当且仅当它是具有点可数的紧有限分解网的空间 , 这不仅仅给出了度量空间的紧覆盖商

s 映象的一个较为简单的内在刻画 , 同时可导出近年来关于度量空间的 s 映象研究方面的系

列结论 , 而且为最终解决 Michael2Nagami 问题提供了有效的途径.

定义 2. 3. 3 　设 K是空间 X 的紧子集. 由 K的闭子集组成的 K的有限覆盖称为 K的紧有

限分解. 若 K 在 X 中的有限覆盖 F 存在 K 的紧有限分解一一加细 , 则称 F 是 K 的 CFP 覆

盖[242 ] .

设 P 是空间 X 的覆盖.

(1) P 称为 X 的紧有限分解[242 ] , 若对于 X 中的每个紧子集 K, 存在 P’∈P < w使得 P’是

K的 CFP 覆盖.

(2) P 称为 X 的强 k 网[140 ] , 若对于 X 中的每个紧子集 K, 存在 P 的可数子族 P ( K) 满

足 : 对于 K的任意紧子集L 及 X 中包含L 的开集 V , 存在 P’∈P ( K) <ω　使得 P’是 L 的 CFP

覆盖且 ∪P’< V .

(3) P 称为 X 的紧有限分解网[248 ] , 若对于 X 中的每个紧集 K 及包含 K 的开集 V , 存在

P’∈P ( K) <ω　使得 P’是 K的 CFP 覆盖且 ∪P’< V .

显然 , 空间的闭 k 网或强 k 网都是紧有限分解网. 为进一步说明它们之间的关系 , 下述

主要由燕鹏飞证明的点可数覆盖的 CFP 性质是我们理解紧有限分解网的关键 , 它与著名的

Mi sßcßenko [162 ]引理类似.

引理 2. 3. 4[248 ] 　如果 P 是空间 X 的点可数覆盖 , 那么 X 的每一非空紧子集仅有至多可
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数多个由 P 的元组成的极小 CFP 覆盖.

证明 　设 K是空间 X 的非空紧子集且{ Pα:α∈A}是由 P 的元组成的 K的极小 CFP 覆盖

全体. 若引理不成立 , 则存在 n ∈N 使得集族 R = { Pα:α∈A , | Pα| = n}是不可数的. 对于 P

∈P ,令 R ( P) = { Pα: P ∈Pα∈R} . 取 x1 ∈K, 则 R = ∪{ R( P) : x1 ∈P ∈P} . 由于 P 是点可

数的 , 于是存在 P ∈P 使得 x1 ∈P1 且满足| R ( P1) | >ω. 若 n = 1 ,则| R( P1) | = 1 , 矛盾 ,故 n

> 1. 设 R( P1) = { Pα:α∈A1} , 其中每一 Pα = { Pαi∶i Φ n}被 K 的紧有限分解 Fα = { Fαi : i Φ
n}一一加细且 Pα1 = P1 . 我们先证明{ ∪2 Φ i Φ n Fai∶a ∈A1}具有有限交性质. 任取{ Fα:α∈A1}

的有限子族{ Fβ
j
∶j Φ m} , 则有∪j Φ m Fβ

j
1 < P1 ,由于 Pβ

j
是 K的极小 CFP 覆盖 , 因而存在 x ∈ K

\ ∪j Φ m Fβ
j
1 , 故 x ∈∩j Φ m ( ∪2 Φ i Φ n Fβji) , 所以集族{ ∪2 Φ i Φ n Fai : a ∈A1}具有有限交性质 , 于是

它具有非空的交. 取 x2 ∈∩a ∈A1
( ∪2 Φ i Φ n Fai) . 令 R ( P1 , P) = { Pα: P ∈Pα∈R ( P1) } , 则 R

( P1) = ∪{ R( P1 , P) : x2 ∈P ∈P} . 事实上 , 任取 Pa ∈R( P1) , 由于 x2 ∈∪2 Φ i Φ n Fai , 存在

io > 1 使得 x2 ∈Fai
o

< Pai
o
, Pai

o
≠P1 且 P a ∈R( P1 , P ai

o
) . 因此 , 存在 P2 ∈P 使得 x2 ∈P2 , P2

≠P1 且| R( P1 , P2) | >ω. 重复上述过程可得到点集{ xi} i Φ n及集族{ Pi} i Φ n满足 : 每一 x i ∈

Pi ∈P ,当 i ≠j 时 Pi ≠Pj且| R ( P1 , P2 , ⋯, Pn) | >ω, 但是| R( P1 , P2 , ⋯, Pn) | = 1 , 矛盾.

故 , 由 P 的元组成的 K的极小 CFP 覆盖至多是可数的. ■

下面几个引理说明紧有限分解网与 cs 网、强 k 网的关系.

引理 2. 3. 5 　若空间 X 的每一紧子集是序列紧的 , 则 X 的点可数 cs 网也是 X 的紧有限

分解网.

证明 　设 P 是空间 X 的点可数 cs 网 , K是 X 的紧子集 , V 是 X 中包含 K的开子集. 由引

理 2. 1. 6 和定理 2. 1. 1 (1) , K是第一可数的. 对于每一 x ∈K, 设 < V n > 是点 x 在 K中的递减

的局部基. 置 F = { P ∩ K : P ∈P , P < V 并且存在 n ∈N 使得V n < P ∩K} . 那么 F 是点 x 在 K

中的邻域族. 由推论 2. 1. 9 (1) 所证 , F 是 x 在 K中的网 , 从而 F 是 x 在 K中的邻域基. 于是

存在 F ∈F使得 x ∈Int K ( F) , 即存在 Px ∈P 使得 x ∈Int K ( Px ∩K) < Px < V ,从而存在 K的开

子集 Vx 使得 x ∈Vx < cl ( Vx) < Int K ( Px ∩K) . 这时 K的开覆盖{ Vx : x ∈K}存在有限的子覆盖

{ Vx
i
: i Φ n} , 于是 K = ∪{ cl ( Vx

i
) : i Φ n}且每一 cl ( Vx

i
) < Px

i
. 让 P’= { Px

i
: i Φ n} , 则 P’

∈P <ω , P’是 K的 CFP 覆盖且 ∪P’< V , 故 P 是 X 的紧有限分解网. ■

引理 2. 3. 6　设 P 是空间 X 的点可数覆盖 , 若 P 是 X 的紧有限分解网 , 则 P 也是 X 的强 k 网.

证明 　设 K是 X 的非空紧子集. 由引理 2. 3. 4 , 记由 P 的元组成的 K的极小 CFP 覆盖族

为 F = < P i > , 则 P ( K) = ∪F 是 P 的可数子集族. 对于 K的任意非空紧子集L 及 X 中包含L

的开集 V , 存在 L 在 K中的开邻域 W 使得 cl K ( W) < V , 于是存在 P’∈P <ω使得 P’是 cl K ( W)

的 CFP 覆盖且 ∪P’< V . 由于紧集 K \ W < X \ L , 又存在 P”∈P <ω使得 P”是 K \ W 的 CFP

覆盖且 ∪P”< X \ L . 令 P 3 = P’∪P”, 则 P 3 是 K 的 CFP 覆盖 , 从而存在 k ∈N 使得 Pk <

P 3 . 设 Pk = { P i : i Φ n}被 K的紧有限分解{ Fi : i Φ n}一一加细 , 让 R = { Pi ∈Pk : Fi ∩L ≠

ª} , 那么 R 是 L 的 CFP 覆盖且 ∪R < V , 所以 P 是 X 的强 k 网. ■

引理 2. 3. 7 　具有点可数的紧有限分解网的空间是度量空间的紧覆盖 s 映象.

证明　设 P 是空间 X 的点可数的紧有限分解网. 记 P = { Pα:α∈Λ} , Λ赋予离散拓扑 ,

令 M = {α= (αi) ∈Λω
: < Pα

i
> 构成某点 xα在 X 中的网} . 则 M 是度量空间 , 并且对于每一
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α∈M , xα是唯一确定的 , 于是可以定义函数 f : M →X 使得 f (α) = xα. 容易验证 , f 是从M 到

X 上的 s 映射 , 下面证明 f 是紧覆盖映射.

设 K的 X 的非空紧子集. 由引理 2. 3. 4 , 记由 P 的元组成的 K的极小 CFP 覆盖族为 F =

< P i > , 其中每一 P i = { Pα:α∈Λi}被 K 的紧有限分解 F i = { Fα: α∈Λi}一一加细. 置 L =

{ (αi) ∈Пi ∈NΛi : ∩i ∈N Fα
i
≠ª} . 那么

(7. 1) L 是紧子集 Пi ∈NΛi 的闭子集 , 从而 L 是Λω的紧子集.

设α= (αi) ∈Пi ∈NΛ \ L , 则 ∩i ∈N Fα
i
≠ª, 从而存在 io ∈N 使得 ∩i Φ i

o
Fα

i
≠ª , 令 W =

{ (βi) ∈Пi ∈NΛi : Π i Φ io ,βi =αi} , 则 W 是 Пi ∈NΛi 中含有点α的开集且 W ∩L = ª. (7. 1)成立.

(7. 2) L < M 且 f ( L) < K.

设α= (αi) ∈L . 取定 x ∈∩i ∈N Fα
i
, 如果我们证明了 < Pα

i
> 是点 x 在 X 中的网 , 那么α

∈M 且 f (α) = x ∈K, 于是有 L < M 且 f ( L ) < K. 设 V 是 x 在 X 中的开邻域 , 则存在 x 在 K

中的开邻域 W 使 cl K ( W) < V , 于是存在 P’∈P <ω使得 P’是 cl K ( W) 的 CFP 覆盖且 ∪P’< V .

由于紧集 K \ W < X \ { x} , 又存在 P”∈P <ω使得 P”是 K \ W 的 CFP 覆盖且 ∪P”< X \ { x} .

令 P 3 = P’∪P”, 则 P 3 是 K的 CFP 覆盖 , 于是存在 k ∈N 使得 Pk < P 3 . 因为 x ∈Fα
i
< Pα

k
∈

Pk , 所以 Pα
k
∈P’, 故 Pα

k
< V , 从而 < Pα

i
> 是点 x 在 X 中的网.

(7. 3) K < f ( L) .

设 x ∈K, 对于每一 i ∈N , 存在αi ∈Λi 使得 x ∈Fαi , 令α= (αi) , 则α∈L 且由 (7. 2) 所

证知 f (α) = x , 因此 K < f ( L) .

综上所述 , f 是紧覆盖 s 映射. ■

由引理 2. 3. 7 和引理 2. 3. 5 立刻可得到定理 2. 3. 2 的 (1)和 (2) .

定理 2. 3. 8[248 ] 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是度量空间的紧覆盖 s 映象.

(2) X 具有点可数的紧有限分解网.

(3) X 具有点可数的强 k 网.

证明 　由引理 2. 3. 6 和引理 2. 3. 7 知 (3) Ζ (2) ] (1) . 设空间 X是度量空间 M 在紧覆盖 s

映射 f 下的象. 由定理 1. 2. 8 , 让 P 是 M 的σ局部有限基 , 则 P 是 M 的紧有限分解网. 由于

f 是紧覆盖的 s 映射 , 于是 f ( P)是空间 X 的点可数的紧有限分解网. 故 (1) ] (2) . ■

推论 2. 3. 9 　(1) 空间 X 是度量空间的紧覆盖的商 s 映象当且仅当 X 是具有点可数的紧

有限分解网的 k 空间.

(2) 空间 X 是度量空间的紧覆盖 , 序列覆盖的 s 映象当且仅当 X 具有点可数 cs 网且 X

的每一紧子集可度量化.

证明　由定理 2. 3. 8 和引理 1. 2. 4 (1) 可得到 (1) , 由定理 2. 0. 1 (2) 、引理 2. 3. 5 和引理 2.

3. 7 可得到 (2) . ■

本节的结果主要取材于文[248 ] , 部分取自文[115 , 133 ]. 燕鹏飞在文[242 ]中为获得度量

空间的紧覆盖的紧映象的刻画引入了紧有限分解的概念. 1997 年初我在读燕鹏飞寄给我的文

[242 ]的手稿后与燕鹏飞谈到是否可参考刘川与戴牧民[140 ]关于度量空间的紧覆盖的 s 映象的

工作 , 利用紧有限分解建立度量空间的紧覆盖的 s 映象的较简单的内在特征 ? 1997 年 6 月燕
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鹏飞基本上证明了定理 2. 3. 8 , 于是在 1997 年 7 月的金华国际拓扑学学术会议期间 , 我们就

有了文[248 ]的第一个原稿. 从定理 2. 3. 8 , 很自然的问题是 , 空间的点可数的紧有限分解网

是否就是强 k 网 ?我在文[133 ]证实了这一点 , 即引理 2. 3. 6. 近来 , 刘川告诉我陈怀鹏[31 ]已

否定地回答了 Michael2Nagami 问题 2. 3. 1 (参考文[222 ]) . 这样 , 具有点可数 cs 3 网的序列空间

就严格地弱于具有点可数紧有限分解网的 k 空间 , 具有点可数紧有限分解网的 k 空间就是度

量空间的紧覆盖的商 s 映象的实质的内在特征 , 而类“每一紧子集是可度量化的且具有点可

数的 cs 网的序列空间”是含有度量空间的紧覆盖的商 s 映象的较好的空间类.

2. 4 　cs 网与 Velichko 的问题

本节讨论局部可分度量空间的商 s 映象、序列覆盖的商 s 映象以及它们的分解定理 , 乘积

空间的 k 空间性质[145 , 194 , 219 ] , CW 复形的映射性质[146 ]等与此有关. 1924 年 Alexandroff 就已

把局部可分度量空间分解为可分度量空间的拓扑和 (见文[49 ]的 4. 4. F) , 1956 年 A. H. Stone

研究了局部可分度量空间的开 s 映象与商 s 映象的度量化问题 (见文 [ 49 ]的 4. 5. 17 和 4. 5.

18) . 可分度量空间的商映象 , 度量空间的商 s 映象都已有很好的内在刻画 , 作为介于这两者

之间的局部可分度量空间的商 s 映象我们在文 [ 128 ]给出了如下的特征 : 空间 X 是局部可分

度量空间的商 s 映象当且仅当 X 是序列空间且存在 X 的点可数覆盖{ Xα:α∈Λ }满足 : 每一

Xα有可数网 Pα使得对于 X 的任一收敛序列 S 有β∈Λ使得 Pβ是 S 的某子序列的 cs 网. 这

是一个较复杂的内在刻画 , 寻求局部可分度量空间的简单的商 s 映象的内有刻画还是一个尚

未解决的问题[145 , 224] . 与此相关的是 Velichko[231]提出的关于度量空间的商 s 映象的有趣问题.

问题 2. 4. 1 　寻求拓扑性质Φ使得空间 X 是具有性质Φ的度量空间的商 s 映象当且仅

当 X 既是Φ空间又是度量空间的商 s 映象.

与局部可分度量空间的商 s 映象问题及 Velichko 的问题相关的结果有 ,

定理 2. 4. 2 　 (1) 空间 X 是局部可分度量空间的序列覆盖 s 映象当且仅当 X 是具有由

cosmic 子空间组成的点可数的 cs 网[224 ] .

(2) 空间 X是局部可分度量空间的伪开 s 映象当且仅当 X 是局部可分空间且是度量空间

的伪开 s 映象 [113 , 231 ]. ■

从引理 1. 2. 4 (3) , 定理 2. 4. 2 (2) 可改叙为局部可分的 Fréchet 性质是问题 2. 4. 1 的一个

解. 我们将证明如果把商映射加强为序列覆盖的商映射 , 局部 Τ 0 性质将是 Velichko 的问题的

又一个解 , 同时它可导出定理 2. 4. 2 的证明. 本节的内容主要取材于文[131 ] , 我们先探讨与

可分性相关的序列可分性.

定义 2. 4. 3[40 ] 　空间 X 称为是序列可分的 , 如果存在 X 的可数子集 D 使得对于每一 x

∈X 有 D 中的序列{ xn}使得序列{ xn}在 X 中收敛于 x . 这时 D 称为 X 的序列稠子集.

易验证 , 映射保持序列可分性 , 每一可分的 Fréchet 空间是序列可分空间 , 但是可分的序

列空间未必是序列可分的空间 (见文[113 ]的例 2. 8. 16) . 定理 2. 4. 2 (1) 的证明思路之一是利

用“每一具有点可数 cs 网的 cosmic 空间是 Τ 0 空间”[147 ] , 而该命题证明的关键步骤是利用

“cosmic 空间是序列可分的”. Michael [154 ]曾证明“空间 X 是 cosmic 空间当且仅当 X 是可分度量

空间的映象”. 本节的第一部分是证明序列可分空间有与 cosmic 空间相类似的结果.

定理 2. 4. 4[131 ] 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是序列可分空间.
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(2) X 是第一可数的可分空间的映象.

(3) X 是可展的可分空间的映象.

证明　由于可展空间是第一可数空间 , 可分的第一可数空间是序列可分空间且映射保持

序列可分性 , 所以 (3) ] (2) ] (1) .

(1) ] (3) . 设 ( X ,τ) 是序列可分空间. 由于每一可数空间是可数离散空间的映象 , 不妨

设 X 是不可数空间. 让 D = < dn > 是 X 的可数的序列稠子集. 对于每一 x ∈X , 取定 S x = <

dx , n > < D 使得序列 S x 在 X 中收敛于 x . 如果 x ∈D , 不妨设每一 dx , n = x ; 如果 x ∈X \ D ,

不妨设 < dx , n > 的各项是两两互不相同的. 集合 X 的新拓扑τ3 定义如下 : 对于每一 x ∈U <

X , U 是点 x 在 ( X ,τ3 ) 的邻域当且仅当对于某个 m ∈N 有{ dx , n : n Ε m} < U. 那么τ3 是 X

上的拓扑.

(4. 1) τ3 是可分 , 局部紧且 T2 的.

D 是τ3 的可数稠子集 , 并且对于每一 x ∈X , m ∈N , { x} ∪{ dx , n : n Ε m} 是 x 在 ( X ,

τ3 ) 中的紧邻域.

(4. 2) τ3 是可展的.

我们可以设 ∪{ S x : x ∈X \ D} = D. 对于每一 n ∈N , 置 Fn = { di : i Φ n} , U n = { { x} ∪

( S x \ Fn) : x ∈X \ D} ∪{ { x} : x ∈Fn} . 则 U n是 X 的开覆盖且对于每一 x ∈X , st ( x , U n) =

{ { x} ∪( S x \ Fn) : x ∈X \ D}

　{ x} 　　　　, x ∈Fn

. 于是 < st ( x , U n) > 是 x 在 ( X ,τ3 ) 中的局部基. 因此{ U n}

是 ( X ,τ3 ) 的展开 , 故 ( X ,τ3 ) 是可展空间.

因为τ<τ3 , 恒等映射 idX : ( X ,τ3 ) →( X ,τ) 是连续的 , 于是 X 是可展的可分空间的映

象. ■

由于 cosmic 空间是可分度量空间的映象 , 所以有 ,

推论 2. 4. 5 　每一 cosmic 空间是序列可分的. ■

我在学习文[147 ]时注意到了“序列可分性”这一性质并在 1998 年 10 月与李进金在杭州

交流了我的一些想法 , 后来李进金告诉我在文[206 ]中这一性质称为“序列可分性”, 1999 年 6

月在修改文[131 ]时我发现早在 1984 年 Davis[40 ]已定义这一性质为“序列可分性”. 不知是否

有关于它的更早的出处. 下面转入讨论局部可分度量空间的映象与 Velichko 的问题 2. 4. 1.

定义 2. 4. 6[132 ] 　设 P 是空间 X 的覆盖.

(1) P 称为 X 的 cs 覆盖 , 若 X中的每一收敛序列是终于 P 中的某元.

( 2) P 称为 X 的 sn 覆盖 (so 覆盖 , g 覆盖) , 若 P 中的每一元是 X 中某点的序列邻域 (序

列开集 , 弱邻域) 且对于任意的 x ∈X , 存在 x 在 X 中的序列邻域 (序列开集 , 弱邻域) P ∈P.

术语 cs 覆盖在文[89 ]中称为条件 ( c3) .

引理 2. 4. 7 　设 P 是空间 X 的关于有限交封闭的点可数的 cs 网 , 如果 U 是 X 的 sn 覆

盖 , 置 P’= { P ∈P : 对于某一 U ∈U 有 P < U} . 则 P’仍是 X 的 cs 网.

证明 　设 x ∈W 且 W 是 X 的开子集. 如果{ xn}是 X 中收敛于点 x 的序列 , 置 Px = { P ∈

P :x ∈P < W 且序列{ xn}是终于 P 的} = < Pn > . 对于每一 n ∈N , 令 Qn = ∩i Φ n Pi , 那么 Qn

∈Px . 让 Ux ∈U 是点 x 在 X 中的序列邻域. 如果存在序列{ qn}使得每一 qn ∈Qn \ Ux , 设 G
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是 X 的开子集且 x ∈G , 由于 P 是 X 的 cs 网 , 那么对于某一 k ∈N 有 Pk < G , 于是当 n Ε k 时

有 qn ∈Qn < Pk < G , 从而序列{ qn}收敛于 x , 这与 Ux 是 x 的序列邻域相矛盾. 因此对于某一

m ∈N 有 Qm < Ux , 于是 Qm ∈P’. 故 P’是 X 的 cs 网. ■

引理 2. 4. 7 中覆盖 P 的点可数性是本质的. 让 X = N ∪{ p} , 其中 p ∈βN \ N . 设 P 是 X

的基且 U = { { x} : x ∈X} . 由于 X 中没有非平凡的收敛序列 , 于是 U 是 X 的 so 覆盖. 置 P’

= { P ∈P : 对于某一 U ∈U 有 P < U} . 那么 P’= { { x} : x ∈N}不是 X 的 cs 网.

定理 2. 4. 8[131 ] 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是局部可分度量空间的序列覆盖 s 映象.

(2) X 有由 cosmic 子空间组成的点可数的 cs 网.

(3) X 有由 Τ 0 子空间组成的点可数的 cs 网.

(4) X 既有点可数的 cs 网又有由 Τ 0 子空间组成的 so 覆盖.

证明 　(1) ] (2) . 让 f : M →X 是序列覆盖的 s 映射 , 其中 M 是局部可分的度量空间. 由

定理 1. 2. 8 , 设 B 是 M 的由可分子集组成的σ局部有限基. 置 P = f ( B) . 那么 P 是 X 的由

cosmic 子空间组成的点可数的 cs 网.

(2) ] (4) . 设 P 是 X 的由 cosmic 子空间组成的点可数的 cs 网. 对于每一 P ∈P , 由推论

2. 4. 5 , 让 D ( P) 是 P 的可数的序列稠子集. 对于每一 x ∈X , 置 P ( x , 1) = { P ∈P : x ∈P} ,

D ( x , 1) = ∪{ D ( P) : P ∈P ( x , 1) } . 对于每一 n Ε 2 , 归纳地定义 P( x , n) = { P ∈P : P ∩D

( x , n - 1) ≠ª} , D ( x , n) = ∪{ D ( P) : P ∈P ( x , n) } . 让 P ( x) = ∪{ P ( x , n) : n ∈N} , U

( x) = ∪P ( x) . 为完成 (4) 的证明只须说明 U ( x) 是 X 的序列开子集且可数子族 P ( x) 是 U ( x)

的 cs 网. 如果 X 中的序列{ yn}收敛于 y ∈U ( x) ∩W , 其中 W 是 X 的开子集 , 则对于某一 m

∈N 和 P ∈P ( x , m) 有 y ∈P , 于是存在 D ( P) 中的序列{ zn}在 X 中收敛于 y , 从而对于某一

k ∈N 和 Q ∈P 有{ y} ∪{ yn , zn : n Ε k} < Q < W , 因此 Q ∈P ( x , m + 1) < P ( x) 且{ y} ∪{ yn :

n Ε k} < Q < U ( x) ∩W. 这表明 U ( x) 是 X 的序列开子集且 P( x) 是 U ( x) 的 cs 网.

(4) ] (3) . 由引理 2. 4. 7.

(3) ] (1) . 设 X有由 Τ 0 子空间组成的点可数的 cs 网 P. 让 P = { Pα:α∈Λ } . 对于每一α

∈Λ, 由定理 2. 0. 1 (2) , 存在可分度量空间 Mα和序列覆盖映射 fα: Mα→Pα. 置 M = Ýα∈Λ

Mα , Z = Ýα∈Λ Pα且 f = Ýα∈Λ fα: M →Z. 那么 M 是局部可分的度量空间且 f 是序列覆盖映

射. 定义 h : Z →X 是自然映射 , 且让 g = hf : M →X. 那么 g 是序列覆盖的 s 映射. ■

定理 2. 4. 8 中的 (1) Ζ (2)在文[224 ]中被证明 , (1) Ζ (3) 在文 [104 ]中被证明. (4) 的作用

之一是由它可获得局部可分度量空间的序列覆盖的商 s 映象的下述分解定理. 这是问题 2. 4.

1 的部分解. 它也与文[128 ]中提出的下述问题相关 : 局部可分度量空间的商 s 映象是否等价

于度量空间的商 s 映象且每一第一可数的子空间是局部可分的 ? 若该问题的回答是肯定的 ,

那么性质“第一可数的子空间是局部可分的”将是问题 2. 4. 1 的一个解.

推论 2. 4. 9 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是局部可分度量空间的序列覆盖的商 s 映象.

(2) X 既是局部的 Τ 0 空间又是度量空间的序列覆盖的商 s 映象.

(3) X 是具有点可数 cs 网的局部 Τ 0 的序列空间. ■

现在 , 我们进一步研究在定理 2. 4. 8 (4)中“so 覆盖”是点可数的情形.
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引理 2. 4. 10 　设 P 是空间 X 的星可数的wcs 3 网 , 则 P = ∪{ Pα :α∈Λ } , X 是 Τ o 子空间

族{ Xα:α∈Λ}的互不相交的并 , 且每一 Pα是 Xα的可数 k 网.

证明 　记空间 X 的星可数的 wcs 3 网 P 为{ Pγ :γ∈Γ } . 对于γ,δ∈Γ定义γ～δ当且仅

当存在 P1 , P2 , ⋯, Pn ∈P 使得 Pγ∩P1 ≠ª , ⋯, Pi ∩Pi + 1 ≠ª , ⋯, ⋯, Pn ∩Pδ≠ª. 由这

定义的等价关系将指标集Γ分解为两两互不相交的子集族{Γα:α∈Λ}的并. 对于每一α∈Λ ,

令 Pα= { Pγ: γ∈Γα} , Xα= ∪Pα. 则 P = ∪{ Pα :α∈Λ} , X 是{ Xα:α∈Λ}的互不相交的并 , 且

Pα是 Xα的可数wcs 3 网. 这时 Pα也是 Xα的可数网 , 所以 Xα的每一紧子集是可度量化的 , 由引

理 2. 1. 6 , Pα是 Xα的 k 网. ■

定理 2. 4. 11[131 ] 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 有星可数的 cs 3 网 (cs 网) .

(2) X 有由 Τ 0 子空间组成的点可数的 so 覆盖.

(3) X 有由 Τ 0 子空间组成的互不相交的 so 覆盖.

证明 　(1) ] (3) . 设 P 是空间 X 的星可数的 cs 3 网. 由引理 2. 4. 10 , P = ∪{ Pα :α∈Λ } ,

X 是 Τ 0 子空间族{ Xα:α∈Λ}的互不相交的并 , 且每一 Pα是 X 的可数的 cs 3 网. 我们还要证

明每一 Xα在 X 中是序列开的. 如果 X 中的序列{ xn}收敛于点 x ∈Xα , 令( P) x = < Pi > , 因

为 P 是 X 的 cs 3 网 , 由引理 2. 2. 6 , 存在 m , k ∈N 使得{ xn : n Ε m} < ∪i Φ k Pi , 这时 ∪i Φ k Pi

< Xα , 于是序列{ xn}是终于 Xα的 , 故 Xα是序列开的. 因此 , { Xα:α∈Λ }是 X 的由 Τ 0 子空

间组成的互不相交的 so 覆盖.

(3) ] (2) . 显然.

(2) ] (1) . 设 P 是空间 X 的由 Τ 0 子空间组成的点可数的 so 覆盖. 置 P = { Pα:α∈Λ} .

对于每一β∈Λ, 以 Dβ表示 Pβ的可数的序列稠子集. 对于每一α∈Λ , 因为 Pα是序列开的 ,

所以 Dβ∩Pα≠ª当且仅当 Dβ∩Pα≠ª. 于是{ Pα∈P : Pβ∩Pα≠ª}是可数的. 即 , P 是星可

数的. 对于每一α∈Λ, 设 Pα是 Pα的可数的 cs 网 , 易验证 , ∪{ Pα:α∈Λ}是 X 的星可数的

cs 网. ■

推论 2. 4. 12 　对于序列空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 有星可数的 cs 3 网 (cs 网) .

(2) X 有由 Τ 0 子空间组成的点可数的开覆盖.

(3) X 是 Τ 0 空间族的拓扑和. ■

由此可导出定理 2. 4. 2 (2) .

图 2. 4. 13 　本节中讨论的一些集族间的关系如下图 .

Τ 0 空间族 　　 　　局部可数 　 　星可数 　　　星可数 　　　　由 Τ 0 子空间组成

　　的拓扑和 　　] 　　的 cs 网 　] 　的 cs 网 　] 　的 cs 3 网 　] 　的点可数的 cs 网

　　　　Θ 　　　　　　　　Τ 　　　　　　　　　　　　Τ 　　　　　　　Τ
　　由 Τ 0 子空间组成的 　　局部可数 　　星可数 　　　　星可数 　　　　点可数

　　点可数的开覆盖 　] 　的 k 网 　] 　的 k 网 　] 　的 wcs 3 网 　] 　的 wcs 3 网 　　　

　 　　　　　　　　　　　　Τ
　　　　　　　　　　局部 Τ 0 空间.
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例 2. 4. 14 　图 2. 4. 13 所叙空间之间的不蕴含关系由下述例子说明.

(1) 具有局部可数 cs 网 Τ 0 ]/ 空间族的拓扑和 ; 例如文[113 ]的例 2. 8. 17.

(2) 具有星可数 cs 网的空间 ]/ 具有星可数 k 网的空间或局部 Τ 0 空间 ; 例如极大紧化

βN .

(3) 局部可分度量空间的商 s 映象 ]/ 局部可分空间或具有点可数的 cs 网 ; 例如文[113 ]的

例 2. 9. 27.

(4) 具有星可数 k 网 ]/ 局部可分空间或具有点可数的 cs 网 ; 例如扇空间 Sω
1
.

(5) 具有由 Τ 0 子空间组成的点可数 cs 网的序列空间 ]/ 具有由 cosmic 子空间组成的点可

数 so 覆盖或具有星可数的 wcs 3 网 ; 例如文[113 ]的例 2. 8. 16.

(6) 局部 Τ 0 空间 ]/ 具有点可数的 wcs 3 网 ; 例如赋予序拓扑的空间ω1 .

(7) 具有局部可数 k 网 ]/ 具有点可数的 cs 3 网 ; 例如本文的例 4. 2. 3.

(8) 定理 2. 4. 11 中的条件“Τ 0 子空间”不可以由“cosmic 子空间”代替 , 因为 cosmic 空间

]/ 具有点可数 cs 网 ; 例如文[113 ]的例 1. 8. 3. ■

问题 2. 4. 15[131 ] 　若可分空间 X是度量空间的序列覆盖的商 s 映象 , 那么 X 是否是局部

Τ 0 空间 ?

第三章 点有限覆盖列与度量空间的紧映象

　　围绕正规 Moore 空间猜测 , 1960 年 Alexandroff [1 ]引进了一致基的概念. Arhangel’skii [4 ]证

明了具有一致基的集态正规空间是可度量化空间 , 且空间 X 具有一致基当且仅当 X 是度量

空间的开紧映象. 近来发现一致覆盖与 Collins2Reed2Roscoe2Rudin 的度量化定理[168 ] , 具确定 k

网空间的度量化问题[89 , 187 ] , 度量空间的商紧映象[89 , 132 ]及具有广义度量因子的乘积空间的

正规性[98 ]等课题的联系 , 更为人们研究一致覆盖提供了广阔的空间.

设 f : X →Y 是紧映射 , 其中 X 是度量空间. 由定理 1. 2. 8 , 让{ B n}是空间 X 的局部有限

的开覆盖序列且满足 : 对于 X 的非空紧子集 K, < st ( K , B n) > 是 K在 X 中的邻域基 , 则{ f

( B n) }是空间 Y 的点有限覆盖序列且满足 : 对于 y ∈Y , < st ( y , f ( B n) ) > 是 y 在 Y中的网.

具有这种性质的空间 Y是本章研究的重点.

定义 3. 0. 1 　设 P = ∪{ P n : n ∈N}是空间 X 的子集族 , 其中每一 Pn是 X 的覆盖.

(1) { P n}称为 X 的点星网 , 若对于 x ∈X , < st ( x , P n) > 是 x 在 X 中的网.

(2) 若 X 的点星网{ P n}使得每一 P n 具有性质 C , 则{ P n}称为 X 的 C 点星网.

(3) 若 X 的点星网{ P n}使得每一 < st ( x , P n) > 是 x 在 X 中的具有性质 D 的网 , 则{ P n}

称为 X 的点星 D 网.

术语“点星网”首次在此使用 , 它借用在覆盖理论中广泛使用的“点星加细”概念[93 ] , 具有

这种性质的空间早已引起人们的重视 , 特殊的情形可追溯至可展空间 (可重新定义为具有开

点星网的空间) . 点星网在文[33 , 201 ]中被称为“半加细”而用以研究度量空间的确定的商映

象 , 在文[215 ]中被记为条件 ( A”) 3 用以研究度量空间的序列覆盖商映象和对称度量空间 , 在

文[89 ]中又被称为σ强网用以研究度量空间的商紧映象 , cs 覆盖的点星网在文[89 ]中被称为

条件 ( s3) . 使用术语“点星网”似乎更加形象. 显然 , { P n}是空间 X 的点星网当且仅当对于 x
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∈X 和任意取定的 Pn ∈( P n) x , < Pn > 是 x 在 X 中的网.

定义 3. 0. 2[1 ] 　设 P 是空间 X 的覆盖.

(1) P 称为 X 的点正则覆盖 , 若 x ∈U ∈τ, 则{ P ∈( P) x : P ⁄ U}是有限的.

(2) P 称为 X 的一致覆盖 , 若对于 x ∈X , 如果 P’是( P) x 的可数无限子集 , 则 P’是 x 在

X 中的网.

显然 , 空间 X 的点正则覆盖 (一致覆盖) 的子覆盖仍是 X 的点正则覆盖 (一致覆盖) .

本章将围绕度量空间的序列覆盖紧映射开展工作 , 应用空间的点星网、点正则覆盖、一致

覆盖等概念 , 建立了度量空间的序列覆盖紧映射的刻画 , 将作者在文[114 ]中引入的 1 序列覆

盖映射与 2 序列覆盖映射的性质更加发扬光大 , 发现了度量空间上特定的序列覆盖映射就是

1 序列覆盖映射 , 证明了序列覆盖的闭映射保持可度量性 , 解决了 Ikeda , Liu , Tanaka[89 ]和作

者与燕鹏飞[131 ]提出的两个问题.

与定理 2. 0. 1 相平行 , 关于度量空间的紧映象的相关结果有 ,

定理 3. 0. 3 　(1) 空间 X是度量空间的序列商 (伪序列覆盖) 的紧映象当且仅当 X具有点

有限的点星 sn 网[89 , 242 ] .

(2) 空间 X是度量空间的紧覆盖的紧映象当且仅当 X 具有点有限的紧有限分解的点星

网[242 ] .

(3) 空间 X 是度量空间的序列覆盖的紧映象当且仅当 X 具有点有限 cs 覆盖的点星

网[89 , 244 ] .

(4) 空间 X 是度量空间的商紧映象当且仅当 X 具有点有限的点星弱邻域网[113 , 230 ]当且

仅当 X 具有点正则弱基[89 ] .

(5) 空间 X 是度量空间的开紧映象当且仅当 X 具有点正则基[4 ] .

(6) 设 X 是具有星可数 k 网的 k 空间 , 则 X 是局部可分度量空间的商紧映象当且仅当 X

不含有闭子空间同胚于 Sω
[148 ] ■.

3. 1 　sn 网与 Ikeda - Liu - Tanaka 的问题

sn 网 (即序列邻域网)是描述度量空间的 1 序列覆盖映象的恰当的集族性质 , 它的优点在

于利用我们熟知的收敛序列和网来刻画空间的拓扑与处理集族问题. 一些与弱基相关的问题

可转化为与 sn 网相关的问题来讨论并且降低空间对弱第一可数性的要求 , 如 Hoshina[86 ]关于

具有点可数弱基的空间的映射刻画问题就是在首先获得了具有点可数 sn 网的空间的映射刻

画的情况下得到解决的[114 ] . 同时 , 它也启发作者在文 [ 114 ]中提出 1 序列覆盖映射的概念.

另一方面 , 一些关于基或弱基的结果可以利用 sn 网给出更富有一般性的命题 , 相关的结果可

见文献[76 , 104 , 108 , 114 , 119 , 131 , 132 , 245 ] .

本节的主要内容取材于文[131 , 132 ] . 我在写文[113 ]的π映象与紧映象 (第 2 章第 9 节)

中关于度量空间的商紧映象时就想刻画更一般的度量空间的伪序列覆盖的紧映象. 后来 , 燕

鹏飞[242 ]和 Ikeda 等[89 ]获得了这一特征. 定理 3. 0. 3 基本上反映了点有限覆盖列 , 尤其是点有

限的点星网 , 点正则覆盖 , 与度量空间的紧映象之间的联系. 这也从另一角度说明了点星网

与点正则覆盖之间的必然联系 , 引起人们发现它们之间进一步关系的兴趣. 如 Ikeda , Liu 和

Tanaka[89 ]提出了下述问题 ,

问题 3. 1. 1 　(1) 借助度量空间的好的映象刻画具有点正则 cs 网的序列空间.
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(2) 借助度量空间的好的映象刻画具有点正则 cs 3 网的序列空间.

本节的主要内容是利用 sn 网刻画度量空间的序列覆盖的紧映象和可分度量空间的紧覆

盖的紧映象. 由此可获得问题 3. 1. 1 (1)的肯定回答. 先定义几个术语.

定义 3. 1. 2 　设 P = ∪{ P n : n ∈N}是空间 X 的子集族 , 其中每一 Pn 是 X 的覆盖.

(1) { P n}称为 X 的 cs 网 (sn 网 , so 网 , 弱基) , 若 P 是 X 的 cs 网 (sn 网 , so 网 , 弱基) .

(2) { P n}称为 X 的 (点有限 , 局部有限) 加细 , 若每一 ( P n 是点有限的且 , P n 是局部有限

的且) Pn + 1加细 P n .

下面几个引理建立了点正则覆盖、一致覆盖、点星网之间的初步联系.

引理 3. 1. 3 　对于空间 X 的覆盖 P , 下述条件相互等价 :

(1) P 是 X 的一致覆盖.

(2) 对于 x ∈X , 若 < Pn > 是 ( P) x的无限子集并且 U 是 x 在 X 中的序列邻域 , 那么存在

m ∈N 使得当 n > m 时有 Pn < U.

(3) P 是σX 的点正则覆盖.

(4) P 是 X 的点正则覆盖.

证明　只须证 (1) ] (2) ] (3) , 而 (3) ] (4) ] (1) 是显然的.

设 P 是空间 X 的一致覆盖 , x ∈X , < Pn > 是 ( P) x的无限子集 , 并且 U 是 x 在 X 中的序

列邻域. 若不存在 m ∈N 使得当 n > m 时有 Pn < U , 则存在 < Pn > 的无限子集 < Pn
k

> 使得每

一 Pn
k

⁄ U. 对于每一 k ∈N , 取 xk ∈Pn
k

\ U , 由于 < Pn
k

> 的任何无限子集都是 x 在 X 中的

网 , 于是序列{ xk}收敛于 x ∈U , 矛盾. 所以 (1) ] (2) 成立. 设 P 满足 (2) , 并且 U 是 x 在σX

中的开邻域 , 那么 U 是 X 的序列开集 , 于是{ P ∈( P) x : P ⁄ U}是有限集 , 从而 P 是σX 的点

正则覆盖. 因此 (2) ] (3) 成立. ■

引理 3. 1. 4 　空间 X 的点有限加细的点星网的并是 X 的一致覆盖.

证明　设{ P n}是空间 X 的点有限加细的点星网 , 让 P = ∪n ∈N P n . 对于 x ∈X , 若 < Pm

> 是 ( P) x 的无限子集 , 则对于 k ∈N , 存在 Pm
k
∈P n

k
使得 mk < mk + 1且 nk < nk + 1 . 那么 < Pm

k

> 是 x 在 X 中的网 , 从而 < Pm > 是 x 在 X 中的网 , 故 P 是 X 的一致覆盖. ■

引理 3. 1. 5 　序列扇不具有一致 cs 网.

证明　记序列扇 X 为{ x} ∪< Xn > , 其中每一 Xn 作为序列收敛于 x . 若 P 是 X 的 cs 网 ,

对于 n ∈N , 存在 xn ∈X \ { x}和 Pn ∈P 使得{ x , xn} < Pn < X \ { x i : i < n} , 于是 < Pn > 的各

项是两两互不相同的且 x ∈Pn ⁄ X \ < xi > . 然而 < xi > 是 X 的闭子集 , 所以 P 不是 X 的一

致覆盖 , 故序列扇不具有一致 cs 网. ■

引理 3. 1. 6 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 具有点有限 cs 覆盖 (sn 覆盖 , so 覆盖 , g 覆盖)的点星网.

(2) X 具有构成 cs 网 (sn 网 , so 网 , 弱基)的点有限加细的点星网.

(3) X 具有点有限 cs 覆盖 (sn 覆盖 , so 覆盖 , g 覆盖)加细的点星网.

证明　仅证 cs 覆盖的情形 , 其余情形是类似的. 设{ P n}是空间 X 的点有限 cs 覆盖的点

星网. 对于 n ∈N , 令 Fn = ∧i Φ n P i , 那么{ Fn}是 X 的点有限 cs 覆盖加细的点星网 , 因而 (1)

] (3)成立. 由于 cs 覆盖的点星网是 cs 网 , 所以 (3) ] (2)成立. 设{ P n}既是 X 的 cs 网又是 X

的点有限加细的点星网. 对于 m ∈N , 若 X 中的序列{ xn}收敛于 x , 由于 Pm 是 X 的覆盖 , 可
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以设所有的 xn ≠x . 记{ P ∈( P i) x : n Φ m} \ { { x} } = { Pj : j Φ k} . 对于每一 j Φ k , 取 pj ∈Pj

\ { x} , 则存在 i ∈N 和 P ∈P i 使得{ xn}是终于 P 的且 P < X \ { pj : j Φ k} , 这时 i > m , 从而

存在 Q ∈Pm 使得 P < Q , 于是{ xn}是终于 Q 的. 因此 , Pm是 X 的 cs 覆盖 , 所以 (2) ] (1) 成

立. ■

引理 3. 1. 7 　设 f : X →Y. 如果 < B n > 是 X 中某点 x 的下降的网且每一 f ( B n) 是 f ( x) 在 Y

中的序列邻域 , 若 Y 中的序列{ yn}收敛于点 y , 那么存在 X 中收敛于点 x 的序列{ xn}使得每

一 xn ∈f - 1 ( yn) .

证明　对于 n ∈N , 由于 f ( B n) 是 f ( x) 的序列邻域 , 存在 in ∈N 使得当 i Ε in 时有 yi ∈f

( B n ) , 那 么 f - 1 ( yi ) ∩ B n ≠ ª. 不 妨 设 1 < in < in + 1 . 对 于 j ∈ N , 置 xj ∈

　　f - 1 ( yj) , j < i1 ,

f - 1 ( yj) ∩B n , in Φ j < in + 1 , n ∈N ,
那么 xj ∈f - 1 ( yj) ,且序列{ x i}收敛于点 x . ■

对于空间 X , 记 S ( X) = { x ∈X : { x}是 X 的序列开集} , S ( X) = { { x} : x ∈S ( X) } . 显

然 , { x}是 X 的序列开集当且仅当 X 中不存在非平凡的序列收敛于点 x . 本节的第一个主要

结果是 ,

　　定理 3. 1. 8[132 ] 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是度量空间的 1 序列覆盖的紧映象.

(2) X 是度量空间的序列覆盖的紧映象.

(3) X 具有点正则 cs 网.

(4) X 具有点正则 sn 网.

(5) X 具有一致 cs 网.

(6) X 具有一致 sn 网.

(7) X 具有点有限 cs 覆盖点星网.

(8) X 具有点有限 sn 覆盖的点星网.

证明　只须证 (2) ] (3) ] (4) ] (8) ] (1) , 而 (1) ] (2) , (8) ] (7) ] (5) Ζ (3) , (6) Ζ (4)

由定义或引理是显然成立的.

(2) ] (3) . 设 f : M →X 是序列覆盖的紧映射 , 其中 M 是度量空间. 由定理 1. 2. 8 , 让

{ B n}是 M 的局部有限的开加细且满足 : 对于 M 的非空紧子集 K, < st ( K , B n) > 是 K 在 M

中的邻域基 , 则{ f ( B n) }是 X 的点有限加细的点星网. 由引理 3. 1. 3、引理 3. 1. 4 及序列覆盖

映射保持 cs 网知 X 具有点正则 cs 网.

(3) ] (4) . 设 P 是空间 X 的点正则 cs 网. 不妨设 S ( X) < P.

先证 P 是点可数的. 对于 x ∈X , 若 ( P) x是不可数的 , 由于 P 的点正则性知对于 y ≠x ,

{ P ∈( P) x : y ∈P}是有限集 , 于是存在 ( P) x的无限子集 < Pn > , xn ∈Pn \ { x}和 k ∈N 使得

每一 xn 恰属于 ( P) x的 k 个元 , 即 ord ( xn , ( P) x) = k . 由引理 3. 1. 3 , 序列{ xn}收敛于 x . 再由

P 是 X 的 cs 网 , 存在 ( P) x 的子集 < Fi > 和{ xn}的子序列{ xn
i
}使得对于每一 i ∈N 有{ xn : n Ε

ni} < Fi < X \ { xn
i
: j < i} , 那么 ord ( xn

i
, ( P) x) Ε i , 矛盾 , 因而 P 是点可数的.

其次证明 P 是σX 的 cs 网. 设σX 中的序列{ xn} 收敛于 x ∈U ∈τ(σX) , 不妨设 x | S

( X) , 由于 P 的点可数性 , { P ∈( P) x : { xn}是终于 P 的}是可数无限集 , 记它为 < Fn > , 由引
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理 3. 1. 3 知存在 n ∈N 使得 Fn < U , 故 P 是σX 的 cs 网.

最后证明 X 具有点正则的 sn 网. 由前所证知 P 是σX 的点正则 cs 网 , 从引理 3. 1. 5、推

论 2. 1. 9 (2) , 存在 P 的有限交的某子族 P’是σX 的弱基 , 而弱邻域是序列邻域 , 从而 P’是 X

的点正则 sn 网.

(4) ] (8) . 设 P 是空间 X 的点正则 sn 网.

先证明 P 有性质( F) : 对于 P ∈P , { R ∈P : P < R}是有限集. 若不然 , 存在 P \ { P}的

无限子集 < Pn > 使得每一 P < Pn . 如果 P 是单点集 , 那么 P 是 X 的序列开集 , 由引理 3. 1.

3 , 存在 n ∈N 使得 Pn < P , 矛盾. 如果 P 不是单点集 , 设 P 含有不同的点 x 和 y , 那么存在 n

∈N 使得 x ∈Pn < X \ { y} , 矛盾. 由性质 ( F) , 不难验证 S ( X) < P. 置 Pm = { R ∈P : 若 R <
P ∈P , 则 P = R} .

其次证明 Pm 是 X 的点有限覆盖. 对于 P ∈P , 由性质 ( F) , 存在 R ∈Pm 使得 P < R , 从

而 Pm 是 X 的覆盖. 对于 x ∈X. , 由 (3) ] (4) 所证知 ( Pm) x是可数的. 如果 ( Pm) x 是无限集 ,

记它为 < Rn > , 由于 P 是 X 的 sn 网 , 存在 x 在 X 中的序列邻域 P ∈P , 不妨设 P < R1 , 于是

对于每一 n ∈N , 存在 xn ∈Rn + 1 \ R1 , 那么序列{ xn}收敛于 x 且 < xn > ∩P = ª, 矛盾 , 从而

( Pm) x是有限集 , 故 Pm 是 X 的点有限覆盖. 置 P’= ( P \ Pm) ∪S ( X) .

再次证明 P’仍是 X 的点正则 sn 网. 事实上 , 设 x ∈U ∈τ , 不妨设 x | S ( X) , 由引理 3.

1. 3 , 存在 x 在 X 中的序列邻域V , W ∈P 和 y ∈V \ { x}使得 W < V \ { y} < V < U , 于是 W ∈

P’, 所以 P’是 X 的 sn 网 , 从而它是 X 的点正则 sn 网.

令 P1 = P n , P n + 1 = [ ( P \ ∪{ P i : i Φ n} ) ∪S ( X) ] m , n ∈N .

最后证明 X 具有点有限 sn 覆盖的点星网. 显然 , { P n}是 X 的点有限加细 , 并且由性质

( F) 知 P = ∪n ∈N P n . 对于 x ∈X , 及 Pn ∈( P n) x , 若 x ∈S ( X) , 则存在 m ∈N 使得 Pm = { x} ,

于是 < Pn > 是 x 在 X 中的网 ; 若 x | S ( X) , 则 < Pn > 的各项是两两互不相同的 , 由引理 3.

1. 3 知 < Pn > 是 x 在 X 中的网. 因此 , { Pn}是 X 的点星网. 由引理 3. 1. 6 , X 具有点有限 sn

覆盖的点星网.

(8) ] (1) . 设 X 具有点有限 sn 覆盖的点星网{ P n} . 对于 n ∈N , 记 P n = { Pα∶α∈A n} . 置

M = {β= (αj) ∈7 i ∈N A i∶< Pα
i
> 是 X 中某点 x ( β) 在 X 中的网} , 并且赋予 M 是离散空间族

< A i > 的积空间所诱导的子空间拓扑 , 则 M 是度量空间且通过 f (β) = x (β) 所定义的函数 f :

M →X 是从 M 到 X 上的映射.

(8. 1) f 是紧映射.

对于每一 x ∈X , i ∈N , 置 B i = {α∈A i : x ∈Pα} . 那么 7 i ∈NB i 是 7 i ∈NA i的紧子集且

f - 1 ( x) = 7 i ∈NB i , 所以 f 是紧映射.

(8. 2) f 是 1 序列覆盖映射.

对于每一 x ∈X , n ∈N , 由于 P n 是 X 的 sn 覆盖 , 存在αn ∈A n 使得 Pα
n
是点 x 在 X 中的

序列邻域. 让β= (αn) , 则β∈f - 1 (α) . 对于 n ∈N , 置 Fn = { (γi) ∈M : 对于 i Φ n 有γi =

αi} . 那么 < Fn > 是β在 M 中下降的邻域基 , 且对于 n ∈N 有 f ( Fn) = ∩i Φ n Pα
i
. 事实上 , 设γ

= (γi) ∈Fn , 那么 f (γ) = ∩i ∈N Pγ
i
< ∩i Φ n Pα

i
, 所以 f ( Fn) < ∩i Φ n Pα

i
. 再设 z ∈∩i Φ n Pα

i
, 选

取 P 的子族 < Pδ
i
> 使得每一δi ∈A i , 当 i Φ n 时有δi =αi , 且 < Pδ

i
> 是点 z 在 X 中的网 , 令δ
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= (δi) ∈П i ∈N　 A i, 那么 z = f (δ) ∈f ( Fn) , 于是 ∩i Φ n Pα
i
< f ( Fn) . 因此 f ( Fn) = ∩i Φ n Pα

i
. 现

在 , 设在 X 中序列{ xj}收敛于 x , 由于 f ( Fn) 是 x 的序列邻域 , 再由引理 3. 1. 7 知在 M 中存

在βj ∈f - 1 ( xj) , 且在 M 中βj →β, 故 f 是 1 序列覆盖映射.

综上所述 , X 是度量空间的 1 序列覆盖的紧映象. ■

由定理 3. 1. 8 和引理 1. 2. 4 , 我们得到如下度量空间的序列覆盖的商紧映象的特征.

推论 3. 1. 9 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是度量空间的 1 序列覆盖的商紧映象.

(2) X 是度量空间的序列覆盖的商紧映象.

(3) X 具有点正则弱基.

(4) X 具有一致弱基.

(5) X 具有点有限 g 覆盖的点星网.

(6) X 是具有点正则 cs 网的序列空间. ■

若将定理 3. 1. 8 证明中的“序列邻域”换为“序列开集”, 应用类似的方法可获得度量空间

的 2 序列覆盖紧映象的特征.

定理 3. 1. 10[132 ] 　对于空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X是度量空间的 2 序列覆盖紧映象.

(2) X具有点正则 so 网.

(3) X 具有一致 so 网.

(4) X 具有点有限 so 覆盖的点星网. ■

下面继续第 2. 4 节 , 讨论局部可分度量空间的紧映象的刻画.

定理 3. 1. 11 　[131 ]对于正则空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是可分度量空间的序列商的紧映象.

(2) X 是可分度量空间的紧覆盖的紧映象.

(3) X 具有可数的 sn 网.

证明　(2) ] (1) . 显然.

(1) ] (3) . 设 f : M →X 是序列商的紧映射 , 其中 M 是可分度量空间. 由定理 1. 2. 8 , 存

在 M 的可数且局部有限的开加细{ B n}使得对于 X 的任一紧子集 K, < st ( K , B n) > 是 K 在

X 中的局部基.

对于每一 n ∈N , 置 P n = f ( B n) . 那么 P n 是 X 的可数且点有限的覆盖. 让 H = { st ( x ,

Pn) : x ∈X , n ∈N} . 则 H 是可数的. 我们将证明 H 是 X 的 sn 网. 对于每一 x ∈U , 其中 U

是 X 的开子集 , 所以对于某一 n ∈N 有 st ( f - 1 ( x) , B n) < f - 1 ( U) , 于是 st ( x , P n) < U. 如果

对于某一 m ∈N , st ( x , Pm) 不是 x 在 X 中的序列邻域 , 存在 X 中的序列{ xn}收敛于点 x 且

每一 xn | st ( x , Pm) . 由于 f 是序列商映射 , 存在序列{ xn}的子序列{ xn
i
}和αi ∈f - 1 ( xn

i
) ( i ∈

N) 使得在 M 中序列{αi}收敛于α∈f - 1 ( x) . 取 B ∈( B m)α , 那么存在 j ∈N 使当 i Ε j 时有αi

∈B , 因此 xn
i
∈f ( B) < st ( x , Pm) , 矛盾. 因而 , H 是 X 的可数的 sn 网.

(3) ] (2) . 设 P 是空间 X 的可数的 sn 网. 由 X的正则性 , 我们可以假定 P 的每一元在 X

中是闭的. 记 P = < Pn > = ∪{ Px : x ∈X} , 其中每一 Px 是 x 在 X 中的 sn 网. 对于每一 n ∈
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N , 置 Qn = { x ∈X : Pn | Px} , U n = { Pn , Qn} . 则 U n 是 X 的覆盖 , 且对于每一 x ∈X 有 ,

st ( x , U n) =

Pn , Pn ∈Px

X , Pn | Px , x ∈Pn

Qn , Pn | Px , x | Pn

.

从而 < st ( x , U n) > 是 x 在 X 中的网. 故{ U n}是 X 的点星网. 设 C 是 X 的紧子集 , 置 C1 =

Pn ∩C , C2 = C \ Pn . 那么 C = C1 ∪C2 . 如果 x ∈C2 , 由引理 2. 1. 6 和定理 2. 1. 1 (1) , C 是第

一可数的 , 所以存在 C \ Pn 中的序列{ x i}在 C 中收敛于 x , 于是 Pn | Px , 且 x ∈Qn . 所以 C2

< Qn 且 C1 < Pn . 故 U n 是 X 的紧有限分解. 因而 , 由定理 3. 0. 3 (2) , X 是可分度量空间的紧

覆盖的紧映象. ■

推论 3. 1. 12 　对于正则空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是可分度量空间的商紧映象.

(2) X 是可分度量空间的紧覆盖的商紧映象.

(3) X 具有可数弱基. ■

推论 3. 1. 13 　对于具有星可数 k 网的正则的 k 空间 X , 下述条件相互等价 :

(1) X 是局部可分度量空间的紧覆盖的商紧映象.

(2) X 是局部可分度量空间的商紧映象.

(3) X 是度量空间的紧覆盖的商紧映象.

(4) X 是度量空间的商紧映象.

(5) X 不含有闭子空间同胚于 Sω.

证明　显然 , (1) ] (2) ] (4) , (1) ] (3) ] (4) . 若 X 是度量空间的商紧映象 , 则 X 是 gf

可数空间 , 于是如果 X 含有闭子空间同胚于 Sω , 那么 Sω是第一可数空间 , 矛盾 , 所以 (4) ]
(5) . (5) ] (1) 的证明利用推论 3. 1. 12 , 类似于文[148 ]的定理 4 和 5 的证明. ■

注 3. 1. 14 　(1) 推论 3. 1. 13 涉及文[89 ]中提出的下述问题 : 寻求局部可分度量空间的商

紧映象的好的内在刻画. 文[128 ]曾给出局部可分度量空间的商紧映象的一个内在刻画.

(2) 具有可数弱基的正则空间 ]Þ可分度量空间的序列覆盖的紧映象 ; 例如文[215 ]的例 2.

14 (3) .

(3) 局部紧度量空间的紧覆盖的商紧映象 ]Þ具有点可数 cs 网的空间或具有星可数 k 网的

空间 ; 例如文[113 ]的例 2. 9. 27. ■

问题 3. 1. 15[222 ] 　(局部紧)度量空间的商紧映象是否具有点 Gδ性质 ?

注 3. 1. 16 　定理 3. 0. 3 和定理 3. 1. 8 叙述了若干度量空间的紧映象的刻画 ,它们分别对

应于适当的有点有限覆盖的点星网的空间. 这些映射之间的蕴含关系已在 1. 2 节中说明 ,而不

蕴含关系将在 3. 2 节中说明. 这里我们将阐述一些点有限覆盖的点星网之间的关系. 先回忆

cs 3 覆盖的概念. 设 P 是空间 X 的覆盖 , P 称为 X 的 cs 3 覆盖[104 ] ,若 S 是 X 的收敛序列 ,则存

在 P ∈P 使得 S 的某子序列是终于 P 的. 术语 cs 3 覆盖在文 [ 89 ]中称为条件 ( c2) . 从文 [104 ,

244 ,89 ]的相关结论中可知 ,对于空间 X 有下述关系成立 , X 有点有限的 sn 覆盖的点星网 Ζ X

有点有限的 cs 覆盖的点星网 ] X 有点有限的紧有限分解的点星网 ] X 有点有限的 cs 3 覆盖的

点星网 Ζ X 有点有限的点星 sn 网 Ζ X 有点有限加细的点星 cs 3 网.
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3. 2 　序列覆盖映射、1 序列覆盖映射及相关的例子

从定理 2. 0. 1 (3) , 定理 3. 1. 8 可见 1 序列覆盖映射的独特性质及它与序列覆盖映射的联

系. 本节继续探讨 1 序列覆盖映射的性质. 主要内容由三部分组成 , 一是寻求度量空间的 1

序列覆盖 (2 序列覆盖) 映象的内在刻画 , 二是讨论怎样的序列覆盖映射是 1 序列覆盖映射 ,

三是以几个例子说明几类序列覆盖映射之间的不蕴含关系.

我们对于度量空间的 1 序列覆盖 (2 序列覆盖) 的紧映象与 s 映象都有了较好的刻画 , 那

么度量空间的 1 序列覆盖 (2 序列覆盖) 映象又有怎样的内在特征 ?

下述引理可直接验证.

引理 3. 2. 1 　设 f : X →Y , g : Y →Z 都是 1 序列覆盖 (2 序列覆盖) 映射 , 那么 gf : X →Z 也

是 1 序列覆盖 (2 序列覆盖) 映射. ■

定理 3. 2. 2[132 ] 　空间 X 是度量空间的 1 序列覆盖 (2 序列覆盖) 映象当且仅当 X 是 snf 可

数 (so 可数)空间.

证明 　仅证 1 序列覆盖映射的情形 , 2 序列覆盖映射的情形是类似的.

设 f : M →X 是 1 序列覆盖映射 , 其中 M 是度量空间. 对于 x ∈X , 存在β∈M 满足定义

1. 2. 2 (6) 中 1 序列覆盖映射的条件 . 让 Bβ是点β在 M 中的可数的局部邻域基 , 令 Px = f

( Bβ) , 则 Px 是 x 在 X 中的可数的 sn 网. 故 X 是 snf 可数空间.

设 X 是 snf 可数空间 , 让 P 是使得 X 是 snf 可数空间的 X 的 sn 网. 记 P = { Pα∶α∈Λ} .

置 M = {β= (αi) ∈Λω∶< Pα
i
> 是 X 中某点 x (β) 在 X 中的网} , 则 M 作为离散空间Λ的ω次

积空间所诱导的子空间是度量空间. 定义 f : M →X 使得 f (β) = x (β) ,则从定理 3. 1. 8 的 (8. 2)

的证明知 f 是从 M 到 X 上的 1 序列覆盖映射. ■

由引理 1. 2. 4 和定理 3. 2. 2 有 ,

推论 3. 2. 3 　空间 X 是度量空间的 1 序列覆盖 (2 序列覆盖) 的商映象当且仅当 X 是 gf 可

数 (第一可数) 空间. ■

推论 3. 2. 4 　1 序列覆盖映射保持 snf 可数空间 ; 1 序列覆盖商映射保持 gf 可数空间 ; 2 序

列覆盖映射保持 sof 可数空间 ; 2 序列覆盖商映射保持第一可数空间. ■

注 3. 2. 5 　(1) 作者在文[119 , 定义 3. 11 ]中定义了“csf 可数空间”, 即空间 X 存在子集族

P = ∪{ Px : x ∈X}使得每一 Px 是 x 在 X 中的可数递减的 cs 网. 对于 x ∈X , 若设 Px = < Pn

> 是点 x 在 X 中的递减的 cs 网 , 如果{ x}是 X 的序列开集 , 则所有的 Pn 是 x 在 X 中的序列

邻域. 如果{ x}不是 X 的序列开集 , 则存在 X 中非平凡的序列收敛于点 x , 于是对于每一 n ∈

N , Pn ≠{ x} , 取定 pn ∈Pn \ { x} . 对于每一 m ∈N , 我们证明 Pm 是 x 在 X 中的序列邻域. 若

不然 , 那么存在 X 中的序列{ yn}收敛于点 x 且 < yn > ∩Pm = ª, 由于 < Pn > 是 x 在 X 中的

cs 网 , 存在 i ∈N 使得序列{ yn}是终于 Pi 的且 Pi < X \ { pj∶j Φ m} ,从而 i > m , 于是{ yn}是

终于 Pm 的 , 这与 yn 的选取相矛盾. 所以 Px 也是 x 在 X 中的 sn 网 , 故“csf 可数空间是 snf 可

数空间”. 从而象序列扇 Sω这类具有可数 cs 网的空间也未必是 csf 可数空间. 因此文[119 ]中

关于 csf 空间的定义是不恰当的 , 问题在于它要求点的 cs 网的递减性 , 因此可将 csf 空间的定

义修改为“空间 X 存在子集族 P = ∪{ Px : x ∈X}使得每一 Px 是 x 在 X 中可数的 cs 网”. 这时

csf 可数空间类严格地包含 snf 可数空间类 , 具有点可数 cs 网的空间是 csf 可数空间 , 且文

[119 ]中所涉及的关于 csf 可数空间的命题依然成立.
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(2) 从定理 3. 2. 2 , 认为“空间 X 是度量空间的序列覆盖映象当且仅当 X 是 csf 可数空间”

是很自然的. 但这是不正确的. 一方面 , 任何空间都是某一度量空间的序列覆盖映象. 事实

上 , 设 X 是一空间 , 让 M = Ý { S : S 是 X 的含极限点的收敛序列} , 则 M 是度量空间且从 M

到 X 上的自然映射是序列覆盖映射. 另一方面 , 存在非 csf 可数的空间. 由于扇空间 Sω
1
恰有

一个非孤立点 , 若 Sω
1
在非孤立点处具有可数的 cs 网 , 那么 Sω

1
自身就具有点可数的 cs 网 , 但

Sω
1
不具有点可数的 cs 网[113 , 命题 2. 7. 21 ] , 所以它不是 csf 可数空间. ■

本节的第二部分讨论怎样的序列覆盖映射是 1 序列覆盖映射. 定理 3. 1. 8 暗示我们可以

从考虑度量空间的序列覆盖的紧映射是否是 1 序列覆盖映射入手. 下述定理表明这一猜想是

正确的.

定理 3. 2. 6[131 ] 　设 f : X →Y 是序列覆盖的紧映射. 如果 X 是度量空间 , 则 f 是 1 序列覆

盖映射.

证明　因为 X 是度量空间 , 由定理 1. 2. 8 , 存在 X 的局部有限的开覆盖列{ B n}满足 :

(6. 1) 每一 B n + 1星加细 B n .

(6. 2) { B n}是 X 的展开.

对于每一 n ∈N , 置 P n = f ( B n) , 则

(6. 3) 对于每一 z ∈Y , 存在 Pz ∈P n使得 Pz 是 z 在 Y 中的序列邻域.

因为 f 是紧映射 , P n 是 Y 的点有限覆盖. 设 ( Pn) z = { Pn : i Φ k} . 对于每一 i Φ k , 如果

Pi 不是 z 在 Y 中的序列邻域 , 则存在 Y 中的序列{ zin} n 收敛于点 z 且所有的 zin | Pn . 定义 zm

= zin ,其中 m = ( n - 1) k + i 且 i Φ k ,则序列{ zm}收敛于 z . 因为 f 是序列覆盖映射 ,存在序列

{ xm}收敛于点 x ∈f - 1 ( z) 且每一 xm ∈f - 1 ( zm) . 取 B ∈( B n) x ,那么存在 m0 ∈N 使得当 m Ε mo

时有 xm ∈B ,于是存在 i Φ k 有 Pi = f ( B) ,从而当 n Ε m0 时有 zin ∈Pi ,矛盾.

对于每一 y0 ∈Y ,置 Un = { x ∈X :对于每一 B ∈( B n) x , f ( B ) 不是 y0 在 Y 中的序列邻

域} . 则

(6. 4) 如果 x ∈Un ,则 ∩( B n + 1) x < Un + 1 .

若不然 ,存在点 p ∈∩( B n + 1) x \ Un + 1 ,由 Un + 1的定义 ,对于某一 B ∈( B n + 1) p , f ( B) 是 y0

在 Y 中的序列邻域. 取某一 B1 ∈( B n + 1) x ,则 p ∈B ∩B1 ,于是由 (6. 1) ,对于某一 B2 ∈B n 有B

∪B1 < B2 ,因此 B2 ∈( B n) x 且 f ( B2) 是 y0 在 Y 中的序列邻域 ,故 x | Un ,矛盾.

(6. 5) f - 1 ( y0) ⁄ ∪< Un > .

若不然 , f - 1 ( y0) < ∪< Un > . 由 (6. 4) ,对于每一 n ∈N , Un < ∪{ ∩( B n + 1) x : x ∈Un} <

Un + 1 . 因为 f - 1 ( y0) 是 X 的紧子集且 ∩( B n + 1) x 是 X 的开子集 ,存在 m ∈N 有 f - 1 ( y0) < Um .

由 (6. 3) ,存在 B ∈B m 使得 f ( B) 是点 y0 在 Y 中的序列邻域 ,于是 ª≠f - 1 ( y0) ∩B < X \ Um ,

矛盾.

现在 ,固定点 x0 ∈f - 1 ( y0) \ ∪< Un > ,那么

(6. 6) 如果在 Y 中的序列{ y i}收敛于 y0 ,则存在 X 中收敛于点 x0 的序列{ x i}使得每一 x i

∈f - 1 ( yi) .

对于每一 n ∈N ,由于 x0 | Un ,存在 B n ∈( B n) x0
使得 f ( B n) 是 y0 在 Y 中的序列邻域. 由

引理 3. 1. 7 ,存在 X 中收敛于点 x0 的序列{ x i}使得每一 x i ∈f - 1 ( y i) .
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总之 , f 是 1 序列覆盖映射. ■

下面讨论序列覆盖闭映射的情形. 文[131 ]曾提出下述问题 :具有可数 cs 网的 Fréchet 空间

是否是可分度量空间的序列覆盖的闭映象 ? 特别地 ,序列扇 Sω 既是可分度量空间的序列覆

盖映象 ,又是可分度量空间的闭映象 ,那么 Sω是否是可分度量空间的序列覆盖的闭映象 ? 这

一问题的探讨产生了度量空间的一个出乎意料的映射定理 (见定理 3. 2. 8 ,主要由燕鹏飞证

明) ,它也说明上述问题的回答是否定的. 我们知道 ,有不少的映射保持可度量性 ,如下是著名

的 Hanai2Morita2Stone 定理[49 ] ,

引理 3. 2. 7 　设 X 是可度量空间 , f : X →Y 是闭映射 ,则下述条件相互等价 :

(1) Y 是可度量空间.

(2) Y 是第一可数空间.

(3) 对于每一 y ∈Y , 9f - 1 ( y) 是 X 的紧子集. ■

由此可知完备映射或既开且闭的映射保持可度量性. 已有的研究表明度量空间上的序列

覆盖映射具有与开映射类似的一些良好性质. 下述定理再一次说明了序列覆盖映射与开映射

的类似性质.

定理 3. 2. 8[250 ] 　序列覆盖闭映射保持可度量性

证明　设 X 是可度量空间 , f : X →Y 是序列覆盖的闭映射. 由引理 3. 2. 7 ,为证明 Y 是可

度量空间 ,只须证明 Y 是第一可数空间. 由 X 的可度量性及定理 1. 2. 8 ,存在 X 的局部有限的

开覆盖列{ R n}满足 :

(8. 1) 每一 R n + 1星加细 R n .

(8. 2) { R n}是 X 的展开.

对于任一 t0 ∈Y ,若 Y 中不存在非平凡的序列收敛于点 t0 ,由于 Y 是 Fréchet 空间 ,则 t0 是

Y 的孤立点 ,从而它是 Y 的第一可数点. 现在设 t0 是 Y 中的某一非平凡收敛序列的极限点 ,

取定 Y 中由互不相同点组成的序列{ tn}收敛于 t0 . 对于每一 n ∈N ,置 P n = { f ( R) : R ∈R n 且

{ tn}是终于 f ( R) 的} = { Pα:α∈Γn} . 由于 f 是闭映射且 R n 在 X 中是局部有限的 ,所以 P n 是

Y 的遗传闭包保持集族.

(8. 3) P n 是有限的.

若 P n 是无限的 ,则存在{ tn}的子序列{ tnk}和 P n 的无限子族 < Pk > 使得每一 tnk ∈Pk ,由

于 < Pk > 是遗传闭包保持的 ,所以 < tnk > 在 Y 中是离散的 ,这一矛盾说明 P n 是有限的.

(8. 4) 存在 R ∈R n 使得 f ( R) 是 t0 在 Y 中的序列邻域且对于 f ( R) 中任一收敛于 t0 的序

列 K,存在 R 中的收敛序列 L 有 f ( L) = K.

对于每一αn ∈Γn , Pαn 或者不是 t0 的序列邻域 ,或者是 t0 的序列邻域. 若 (8. 4) 不成立 ,则

存在 Y 中的收敛于 t0 的序列 Kαn 使得或者 ( Kαn \ { t0} ) ∩Pαn = ª,或者 Kαn < Pαn 且对于 R n

中任一使得 f ( R) = Pαn 的元 R , R 中不存在收敛序列 Lα
n
满足 f ( Lαn) = Kαn . 令 Kn = ( ( ∪αn ∈Λ

n

Kαn) ∪< tn > ) ∩Pαn ,由Γn 的有限性知 Kn 是 Y 中收敛于 t0 的序列. 因为 f 是序列覆盖映射 ,存

在 X 中的收敛序列L n 使得 f ( L n) = Kn ,从而存在 R ∈R n 使得 L n 是终于 R 的 ,于是有αn ∈Γn

使得 f ( R) = Pαn ,这时 ( Kαn \ { t0} ) ∩Pαn ≠ª且存在 R 中的收敛序列 L 有 f ( L ) = Kαn ,这一矛

盾说明 (8. 4) 成立.

设 < f ( Rk) > 是如上所获得的 t0 的序列邻域列 ,因为 Y 是 Fréchet 空间 ,每一 f ( Rk) 是 t0

·221·　　　　　　　　　　　　　　宁德师专学报 (自然科学版) 　　　　　　　　　　　　2000 年 5 月

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



在 Y 中的邻域 ,而且

(8. 5) < f ( Rk) > 是 t0 在 Y 中的邻域基.

因为序列{ tn}是终于每一 f ( Rn) 的 ,由 (8. 4) ,存在序列{ tn}的子序列{ tnk}使得每一 Rk ∩

f - 1 ( tnk) ≠ª,取αk ∈Rk ∩f - 1 ( tnk) ,则由于 f 是闭映射知序列{αk}在 X 中有聚点 ,于是它存在

收敛于 X 中某点α的子序列{αki} ,这时α∈f - 1 ( t0) . 设 V 是 t0 在 Y 中的邻域 ,则 f - 1 ( V) 是α

在 X 中的邻域 ,由 (8. 2) ,存在自然数 m 使得 st (α, R m) < f - 1 ( V) . 因为序列{αki}收敛于α,存

在自然数 i > m 和 R’∈R m + 1使得αki ∈st (α, R m + 1) 且 Rki < R’. 设αki ∈R”∈( R m + 1)α,由

(8. 1) , R’∪R”< st (α, R m) ,这说明 Rki < f - 1 ( V) ,因此 t0 ∈Pαk
i
= f ( Rk

i
) < V ,故 (8. 5) 成立.

由此可见 , Y 在点 t0 是第一可数的. 因此 Y 是第一可数空间 ,故 Y 是可度量空间. ■

Sω是具有可数 cs 网的不可度量化的 Fréchet 空间 ,所以 Sω不是度量空间的序列覆盖的闭

映象.

定理 3. 2. 9[250 ] 　设 f : X →Y 是序列覆盖的闭映射 ,如果 X 是可度量空间 ,则 f 是 1 序列

覆盖映射.

证明　对于任一 t0 ∈Y ,不妨设 t0 是 Y 中的某一非平凡收敛序列的极限点 ,取定 Y 中由

互不相同点组成的序列{ tn}收敛于 t0 . 因为 X 是可度量空间 ,由定理 1. 2. 8 ,存在 X 的局部有

限的开覆盖列{ R n}满足 :

(9. 1) 每一 R n + 1星加细 R n .

(9. 2) { R n}是 X 的展开.

对于每一 n ∈N ,置 P n = f ( R n) . 如定理 3. 2. 8 的 (8. 4) 知 ,

(9. 3) 存在 R ∈R n 使得 f ( R) 是 t0 在 Y 中的序列邻域且对于 f ( R) 中任一收敛于 t0 的序

列 K,存在 R 中的收敛序列 L 有 f ( L) = K.

置 Un = { p ∈X :对于每一 R ∈( R n) p , f ( R) 不是 t0 在 Y 中的序列邻域} ,由定理 3. 2. 6 的

(6. 4) 的证明有 ,

(9. 4) 如果 x ∈Un ,则 ∩( R n + 1) x < Un + 1 .

于是 ,

(9. 5) 9f - 1 ( t0) ⁄ ∪< Un > .

否则 , 9f - 1 ( t0) < ∪< Un > . 由 (9. 4) ,对于每一 n ∈N , Un < ∪{ ∩( R n + 1) x : x ∈Un} <

Un + 1 . 由定理 3. 2. 8 和引理 3. 2. 7 , 9f - 1 ( t0) 是 X 的紧子集 ,而∩( R n + 1) x 是 X 的开子集 ,所以

对于某一 m ∈N 有 9f - 1 ( t0) < Um . 由 (9. 3) ,存在 R ∈R m 使得 f ( R) 是 t0 在 Y 中的序列邻域

且存在 k ∈N 和 R 中的收敛序列L 有 f ( L) = { tn : n Ε k} . 设 L 在 X 中收敛于 l ,则 l ∈9f - 1 ( to)

∩R < X \ Um ,矛盾.

现在 ,固定点 x0 ∈9f - 1 ( t0) \ ∪< Un > ,由定理 3. 2. 6 的 (6. 6) 的证明有 ,

(9. 6) 如果在 Y 中序列{ y i}收敛于 t0 ,那么存在 X 中收敛于点 xo 的序列{ x i}使得每一 x i

∈f - 1 ( yi) .

这表明 , f 是 1 序列覆盖映射. ■

定理 3. 2. 8 说明了度量空间上的序列覆盖映射具有与开映射类似的一些良好性质 . 这并

不是偶然的 ,从定义 1. 2. 2 可见 ,序列覆盖映射、1 序列覆盖映射及 2 序列覆盖映射都具有一种
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所谓的收敛序列的“拉回”性质 ,而开映射具有收敛序列的“拉回”性质早已为人们所重视并发

挥了积极的作用. 早在 1935 年 Eilenberg[48 ]就证明了下述性质 :设 f : X →Y 是开映射 , X 和 Y 是

紧度量空间 ,那么 f 是开映射当且仅当如果在 Y 中序列{ yn}收敛于点 y ,则在超空间 2 X 中序

列{ f - 1 ( yn) }收敛于点 f - 1 ( y) (见文 [170 ,定理 13. 5 ]) . Nadler[170 ]的著作表明 Eilenberg 的定理

被应用于连续统的分解结构. 1971 年 Siwiec[200 ]叙述了第一可数空间上的开映射是序列覆盖映

射. 1991 年恽自求[259 ]实际上证明了具有点 Gδ性质的正则空间上的开闭映射是序列覆盖映

射 ,并由此导出开闭映射保持 Τ空间性质. 本节的最后一个定理将进一步揭示开映射与 1 序列

覆盖 (2 序列覆盖) 映射的关系.

定理 3. 2. 10 　设 f : X →Y. 若 X 是第一可数空间 ,那么

(1) f 是几乎开映射当且仅当 f 是 1 序列覆盖的伪开映射.

(2) f 是开映射当且仅当 f 是 2 序列覆盖的商映射.

证明　设 f 是几乎开 (开) 映射. 显然 , f 是伪开 (商) 映射. 对于 y ∈Y 及 x ∈f - 1 ( y) 满足定

义 1. 2. 1 (5) 的要求 (任意的 x ∈f - 1 ( y) ) . 由于 X 是第一可数空间 ,让 < B n > 是点 x 在 X 中的

递减的局部基 ,那么 < f ( B n) > 是点 y 在 Y 中的递减的邻域基. 由引理 3. 1. 7 ,如果 Y 中的序列

{ yn}收敛于点 y ,那么存在 X 中的收敛于点 x 的序列{ xn}使得每一 xn ∈f - 1 ( yn) ,所以 f 是 1

序列覆盖 (2 序列覆盖) 映射.

反之 ,设 f 是 1 序列覆盖的伪开映射. 对于 y ∈Y ,存在 x ∈f - 1 ( y) 满足定义 1. 2. 2 (6) 的要

求. 如果 U 是 x 在 X 中的邻域 ,我们要证明 f ( U) 是 y 在 Y 中的邻域. 对于 Y 中收敛于 y 的序

列{ yn} ,存在 X 中的收敛于 x 的序列{ xn}使得每一 xn ∈f - 1 ( yn) ,于是序列{ xn}是终于 U 的 ,

从而序列{ yn}是终于 f ( U) 的 ,因此 f ( U) 是 y 的序列邻域. 由于 X 是第一可数空间 ,所以 Y 是

Fréchet 空间 ,故 f ( U) 是 y 的邻域 ,于是 f 是几乎开映射.

设 f 是 2 序列覆盖的商映射. 对于 X 的开集 U 及 y ∈f ( U) ,若 Y 中序列{ yn}收敛于 y ,取

定点 x ∈f - 1 ( y) ∩U ,则存在 X 中的收敛于 x 的序列{ xn}使得每一 xn ∈f - 1 ( yn) ,于是序列

{ xn}是终于 U 的 ,从而序列{ yn}是终于 f ( U) 的 ,因此 f ( U) 是 y 的序列邻域. 由于 y 的任意性

知 f ( U) 是 Y 的序列开集. 因为 X 是第一可数空间 ,所以 Y 是序列空间 ,故 f ( U) 是 Y 的开集 ,

于是 f 是开映射. ■

几类序列覆盖映射及相关的与商映射、开映射等之间的关系 ,尤其是度量空间上几类序列

覆盖映射之间的关系 ,已在定义 1. 2. 2、引理 1. 2. 4、定理 2. 0. 1、定理 3. 0. 3、定理 3. 1. 8、定理

3. 1. 11、推论 3. 1. 13、定理 3. 2. 6、定理 3. 2. 9 和定理 3. 2. 10 等中有所反映. 本节的最后举几个

与这些结果相关的涉及序列覆盖映射的例子说明一些不蕴含关系.

例 3. 2. 11 　(1) 紧度量空间上的完备映射未必是序列覆盖映射.

设 X = ({ 0} ∪{ 1/ 2 n : n ∈N} ) © ({ 0} ∪{ 1/ 2 n - 1 : n ∈N} ) , Y = { 0} ∪{ 1/ n : n ∈N} . X , Y

都赋予实数的子空间拓扑 ,则 X 和 Y 都是紧度量空间. 让 f : X →Y 是显然映射 ,则 f 是完备映

射 ,但它不是序列覆盖映射.

(2) 完备映射未必是序列商映射.

设 X 是极大紧化βN , Y = { 0} ∪{ 1/ 2 n : n ∈N} . 定义 f : X →Y 使得 f (βN \ N) = { 0}且 f (1/

n) = 1/ n ,那么 f 是完备映射 ,但 f 不是序列商映射. 文 [113 ,命题 2. 1. 7 ]已证明具有点 Gδ性

质空间上的伪序列覆盖映射是序列商映射.
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(3) 可分度量空间到紧度量空间上的伪序列覆盖的商紧映射未必是紧覆盖映射.

我们介绍 Michael [156 ]构造的例子. 设 I 是赋予通常欧氏拓扑的单位闭区间. 对于每一 x ∈

I ,取定 Ox 是{ x} ×I 中长度为 1/ 4 的开区间 ,令 X 是 I ×I 的子空间{ ( x , y) ∈I ×I : y | Ix} , Y

= I ,则 X 是可分度量空间 , Y 是紧度量空间. 定义 f : X →Y 是从 X 的点到它的第一个坐标的

投影映射 ,那么 f 是伪序列覆盖的商紧映射 ,但 f 不是紧覆盖映射.

(4) 紧度量空间上的序列覆盖的闭映射未必是开映射.

设 X = ({ 0} ∪{ 1/ n : n ∈N} ) © ({ 0} ∪{ 1/ 2 n : n ∈N} ) , Y = { 0} ∪{ 1/ n : n ∈N} . X , Y 都赋

予实数的子空间拓扑 ,则 X 和 Y 都是紧度量空间. 让 f : X →Y 是显然映射 ,则 f 是序列覆盖的

闭映射 ,但它不是开映射.

(5) 度量空间上的 2 序列覆盖映射未必是紧覆盖映射或商映射.

设 Y 是极大紧化βN ,空间 X 是集合βN 赋予离散拓扑 ,则 X 是度量空间. 让 f : X →Y 是

恒等映射 ,则 f 是 2 序列覆盖映射 ,但 f 既不是紧覆盖映射又不是商映射.

(6) 度量空间的 1 序列覆盖的商紧映象未必是度量空间的 2 序列覆盖映象或度量空间的

伪开映象.

设 X 是 Arens 空间 S2 . 由于 X 具有点正则弱基 ,从推论 3. 1. 9 知 X 是度量空间的 1 序列

覆盖的商紧映象. 由于 X 既不是 so 可数空间又不是 Fréchet 空间 ,从定理 3. 2. 2 或文[113 ]命题

2. 3. 1 (2)知 X既不是度量空间的 2 序列覆盖映象又不是度量空间的伪开映象.

(7) 度量空间的序列覆盖的伪开 s 映象未必是度量空间的 1 序列覆盖映象.

设 X 是序列扇 Sω. 由于 X 是具有可数 cs 网的 Fréchet 空间 ,从定理 2. 0. 1 (2)和定理 1. 2. 4

(2)和 (3)知 X 是度量空间的序列覆盖的伪开 s 映象. 由于 X 不是 snf 可数空间 ,从定理 3. 2. 2

知 X 不是度量空间的 1 序列覆盖映象.

(8) 可分度量空间的紧覆盖的商紧映象未必是度量空间的序列覆盖的紧映象

设 X 是文[215 ]的例 2. 14 (3) 所构造的具有可数弱基的正则的非 g 可展空间. 由推论 3. 1.

12 知 X 是可分度量空间的紧覆盖的商紧映象. 由于 X 不是 g 可展空间 ,从文[215 ]定理 2. 3 知

X 不是度量空间的序列覆盖的紧映象.

(9) 开映射未必是子序列覆盖映射.

设 X = { 0} ∪N2 ,对于 n , i ∈N ,令 V ( n , i) = { ( n , k) ∈N2 : k Ε i} . 集合 X 赋予如下拓扑 :

N2 中的点是 X 的孤立点 ,点 0 的开邻域基中的元形如{ 0} ∪( ∪n Ε mV ( n , in) ) ,其中 m , in ∈N .

让 Y = { 0} ∪{ 1/ n : n ∈N} . 定义 f : X →Y 使得 f (0) = 0 且 f ( ( n , i) ) = 1/ n ,则 f 是开映射 ,但 f

不是子序列覆盖映射.

(10) 度量空间上的紧覆盖映射未必是商映射.

设 Y = N ∪{ p} ,其中 p ∈βN \ N ,则 Y 的所有紧子集是可度量化的且 Y 不是 k 空间. 让 X

= ©{ Z : Z 是 Y 的非空紧子集} ,则 X 是度量空间. 定义 f : X →Y 是显然映射 ,则 f 是紧覆盖映

射 ,但 f 不是商映射.

(11) 度量空间上的序列商的伪开映射未必是伪序列覆盖映射.

设 Y = { 0} ∪{ 1/ n : n ∈N} , Z = Ψ ( N) 是 Gillman2Jerison 空间 (见文 [113 ]例 1. 8. 4) . 定义

g : Z →Y 使得 g (Ψ( N) \ N) = { 0}且 g ( n) = 1/ n. 由于在 Ψ( N) 中 N 的任一无限子集有聚点

在Ψ( N) \ N 中 ,所以 g 是序列商映射. 又由于 Z 是第一可数空间 ,从定理 3. 2. 2 知存在度量
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空间 X 和 2 序列覆盖映射 h : X →Z. 于是复合映射 f = g°h : X →Y 是序列商映射. 因为 Y 是

Fréchet 空间 ,由定理 1. 2. 4 (2) 和 (3) 知 f 是伪开映射. 但 f 不是伪序列覆盖映射 ,否则存在 X

的紧子集 K使得 f ( K) = Y ,即 g ( h ( K) ) = Y ,于是 g 是紧覆盖映射 ,矛盾. ■

问题 3. 2. 12 　设 X 是度量空间 , f : X →Y 是序列商的紧映射 ,那么 f 是否是伪序列覆盖映

射 ?

第四章 　关于《广义度量空间与映射》

　　出版于 1995 年的《广义度量空间与映射》[113 ]力求通过广义度量空间类的映射定理反映广

义度量空间的基本理论 ,总结 60 年代以来空间与映射的重要研究成果 . 近来发现其中的一些

命题可叙述的更加精确 ,个别的命题论证有失误. 本章的目的 ,一是证明该书中的几个要求正

则分离性条件的命题在 T2 空间中仍是正确的 ,二是举例说明该书中的若干命题正则性是必不

可少的条件 ,三是指出该书中的一些命题论证中的失误.

4. 1 　T2 空间中的一些广义度量定理

《广义度量空间与映射》[113 ]一书所论空间至少是具有 T2 分离性的拓扑空间 ,其中相当部

分的结果附加了正则性. 对于拓扑空间分离性的探讨起源于本世纪初[49 ] ,不少的广义度量空

间论文或著作都要求所论的空间均具有正则性[79 ,169 ] . 存在具有可数基的不可度量化的空间说

明了正则性对于广义度量理论的重要性 ,但象σ空间的 g 函数刻画等一批经典的广义度量定

理并没有使用正则性 ,许多的覆盖性质在不附加分离性的条件下更是获得了满意的特征 ,尤其

是近来 Buhagiar ,Miwa 和 Pasynkov[22 ,23 ]在纤维丛一般拓扑学的进展更加促使我们从新全面地

审视《广义度量空间与映射》中的正则性.

《广义度量空间与映射》[113 ]中正则性的使用一方面是由于空间自身对于正则性的要求而

必须附加的条件 ,如 g 可度量空间 , (modk) 可度量空间 , M i 空间 , Τ 0 空间 , Τ 空间 , cosmic 空

间 ,k 半层空间 ,Moore 空间 ,σ空间等都设该空间是正则空间 ,但也有一些结果是可以在不附加

正则性的条件下获得的. 尽管正则性是一熟知的拓扑性质 ,我们还是获得了一些新认识 ,如证

明了强 6 3 空间是次仿紧空间 ,具有可数弱基的空间未必是可分度量空间的商紧映象等. 为了

查找与核对的方便 ,本节中命题的排列基本上按原书的顺序.

定理 4. 1. 1 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 具有局部可数 cs 3 网.

(2) X 具有局部可数 cs 网.

(3) X 具有局部可数紧有限分解网.

(4) X 是度量空间的紧覆盖 ss 映象. [113 ,定理 2. 8. 6 ]

证明 　(1) ] (2) . 设 P 为空间 X 的局部可数 cs 3 网. 对于 x ∈X ,存在 x 在 X 中的开邻域

Vx 使得 Vx 与 P 中至多可数多个元相交. 令 F = { P ∈P :存在 Vx = P} . 则 F 是星可数的. 由引理

2. 4. 10 , F = ∪α∈ΛFα , X 是 Τ 0 子空间族{ Fα:α∈Λ}的互不相交并 ,且每一 Fα是 Fα的可数的

cs 3 网. 让 Hα是 Fα的有限并的全体 , H = ∪α∈Λ Hα. 由于每一 Vx 至多与可数多个 Fα相交 , H

是局部可数的 ,往证它是 X 的 cs 网. 设 U 是 X 的开子集 ,并且 X 中的序列{ xn}收敛于 x ∈U ,

由引理 2. 2. 6 ,存在 m ∈N 和 P’∈P <ω使得{ x} ∪{ xn : n Ε m} < ∪P′< U ∩Vx 且 x ∈∩P′,这

·621·　　　　　　　　　　　　　　宁德师专学报 (自然科学版) 　　　　　　　　　　　　2000 年 5 月

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



时有唯一的α∈Λ使得 x ∈Fα,则 ∪P’∈Hα,从而 H 是 X 的 cs 网.

(2) ] (3) . 设 X 具有局部可数的 cs 网 ,则 X 的紧子集是可度量化的 ,由引理 2. 3. 5 知 X

的局部可数 cs 网就是 X 的紧有限分解网.

(3) ] (4) . 设 X 具有紧有限分解网 ,由文[113 ]的命题 2. 7. 1 , X 是度量空间的 ss 映象 ,再

由引理 2. 3. 7 这 ss 映射是紧覆盖映射.

(4) ] (1) . 设 X 是度量空间的紧覆盖 ss 映象 ,则这紧覆盖映射是序列商映射 ,于是 X 具

有局部可数的 cs 3 网. ■

定理 4. 1. 2 　对于空间 X ,下述条件相互等价 ,且蕴含 X 是第一可数空间.

(1) X 是具有点可数 k 网的强 Fréchet 空间.

(2) X 是具有点可数 sk 网的 k 空间.

(3) X 是具有点可数 sk 网的 c 空间. [113 ,定理 3. 1. 4 ]

证明 　(1) ] (2) . 由文 [113 ,引理 3. 1. 3 (3) ] ,强 Fréchet 空间的点可数 k 网是点可数的 sk

网.

(2) ] (3) . 由文[113 ,命题 3. 1. 2 ] ,具有点可数 sk 网的 k 空间是序列空间 ,所以它是 c 空

间.

(3) ] (1) . 设 ( X ,τ) 是具有点可数 sk 网的 c 空间 ,我们证明 X 是第一可数空间. 对于任一

x0 ∈X ,在 X 上作新拓扑τ3 如下 :对于 x ≠x0 , { x} ∈τ3 ,点 x0 的邻域基取为原拓扑τ在 X 中

的邻域基 ,那么τ3 是正则空间. 若对于 X 的子集 C 有 x ∈clτ3 ( C) ,如果 x ≠x0 ,取 D = { x} ,则

x ∈clτ3 ( D) ,如果 x = x0 ,则 x ∈clτ( C) ,由于 ( X ,τ) 是 c 空间 ,存在 C 的可数子集 D 使得 x ∈

clτ( D) ,于是 x ∈clτ3 ( D) ,所以 ( X ,τ3 ) 是 c 空间. 设 P 是空间 ( X ,τ) 的点可数 sk 网 ,记 P 3 =

{ { x} : x ≠x0} ∪P ,则 P 3 是点可数的. 设 x ∈U ∈τ3 ,若 x ≠x0 ,取 F = { x} ∈P 3 ,则 x ∈intτ3

( F) < F < U ,若 x = x0 ,则存在 V ∈τ使得 x ∈V < U ,于是有 F ∈P <ω使得 x ∈intτ( ∪F) < ∪F

< V ,这时 x ∈intτ3 ( ∪F) < ∪F < U ,从而 P 3 是空间 ( X ,τ3 ) 的点可数的 sk 网. 故 ( X ,τ3 ) 是

具有点可数的 sk 网的正则的 c 空间 ,由文[113 ,定理 3. 1. 4 ] ,τ3 是第一可数空间 ,于是 ( X ,τ)

在 x0 具有可数局部基. 故 X 是第一可数空间. ■

定理 4. 1. 3 　具有严格 p 序列和点可数 p2k 网的空间是可展空间. [113 ,命题 3. 1. 8 ]

证明 　设 X 是具有严格 p 序列和点可数 p2k 网的空间 ,由文[113 ]的命题 3. 1. 8 所证知 X

具有 Gδ对角线 ,再由文[113 ]的定理 3. 5. 1 和命题 1. 5. 18 知 X 是σ# 空间. 文[113 ]的定理 1. 7.

7 (2) (没使用正则性) 表明 X 是可展空间. ■

定理 4. 1. 4 　具有点可数 p2k 网的强 6 空间具有σ局部有限的闭网. [113 ,推论 3. 1. 11 ]

证明　设空间 X 是具有点可数 p2k 网的强 6 空间. 首先 ,证明 X 具有σ局部有限网. 设 P

是 X 的关于有限交封闭的σ局部有限闭 (modk)网 ,则 P 是 X 的几乎 (modk) 网 ,由文[113 ,引理

2. 10. 6 ] ,存在度量空间 M , M 的σ离散基 B , X ×M 的子空间 Z 满足下述两条件 ,其中 f =

π1|
Z

, g =π2|
Z

:

(4. 1) P = f g - 1 ( B) .

(4. 2) g : Z →M 是完备映射.

由 (4. 2) 知 Z 是仿紧 M 空间. 因为 X ×M 具有点可数 p2k 网 ,所以 Z 是具有点可数 p2k 网
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的仿紧 M 空间 ,由文[113 ,定理 3. 1. 9 ] , Z 是度量空间. 由于 B 是 M 的基 , g - 1 ( B) 是 Z 的

(modk)网 ,再由 (4. 1) 及文[113 ,推论 2. 10. 4 (1) ]知 f 是σ局部有限映射. 由 Z 是度量空间及文

[113 ,推论 2. 10. 5 (1) ] , X 具有σ局部有限网 . 其次 ,证明 X 是σ# 空间. 设 Q是空间 X 的σ局

部有限网 ,让 R = { cl ( Q) : Q ∈Q} ,则 R 是 X 的σ局部有限的闭子集族 ,对于 X 中不同的两点

x 和 y ,存在 X 的分别包含 x 和 y 的互不相交的开子集 U 和 V ,于是有 Q ∈Q使得 x ∈Q < U ,

由于 cl ( U) ∩V = ª,从而 x ∈cl ( Q) < X \ { y} ,故 R 是 X 的σ局部有限闭 p 网 ,因此 X 是σ#

空间. 最后 ,由文[113 ]的推论 3. 3. 2 (3) ] (1) 的论证知 X 存在σ函数 ,于是 X 具有σ局部有限

闭网. ■

从上述证明可见 ,若拓扑性质Φ是与度量性可积的和遗传的 ,如果仿紧 M 的Φ空间是可

度量空间 ,那么强 6 的Φ空间具有σ局部有限闭网.

空间 X 称为次仿紧空间[24 ] ,若 X 的任一开覆盖存在σ离散的闭加细. 这也等价于 X 的任

一开覆盖存在σ闭包保持的闭加细[24 ] . 下述引理是我们将要证明的几个与次仿紧性有关的命

题的重要技巧. 它本质上应归功于文[22 ]的命题 1. 5 ,恰是文[22 ]推论 4. 3 证明的“次仿紧性是

关于次仿紧映射逆不变的”启发我与 Buhagiar 博士讨论这些性质 ,并合作完成论文 [ 21 ] . 感谢

Buhagiar 博士寄给我当时尚未发表的论文[23 ]. 对于空间 X ,设 U 是 X 的子集族 ,且 G 是 X 的

子集 ,记 U| G = { U ∩G : U ∈U} .

引理 4. 1. 5[21 ] 　设 K是空间 X 的紧子集. 如果 U 是 X 的开子集族且覆盖 K,则存在 X 的

开子集 O 使得 K < O 且 U| O在 O 中有有限的闭加细.

证明　因为 U 是 X 的开子集族且覆盖 K,存在 U 的有限子集{ Ui : i Φ n}使得 K < ∪{ Ui :

i Φ n} . 对于每一 x ∈K,存在 i ( x) Φ n 使得 x ∈Ui ( x) . 让 F ( x) = K \ Ui ( x) . 因为 X 是 T2 的且

F( x) 是 X 的紧子集 ,存在 X 中的开集 V ( x) 和 W ( x) 使得 x ∈V ( x) , F( x) < W ( x) 且 V ( x) ∩

W ( x) = ª. 让 G( x) = Ui ( x) ∩W ( x) ,那么 G( x) 是 X 的开子集且 K < G( x) . 取 K 的有限子集

{ xj : j Φ m}使得 K < ∪{ V ( xj) : j Φ m} . 让 O = ( ∩j Φ mG( xj) ) ∩( ∪j Φ mV ( xj) ) ∩( ∪j Φ nUi) ,则 O

是 X 的开子集且包含 K. 对于每一 j Φ m ,置 Pj = clO [ V ( xj) ∩O ] ,那么 Pj 是 O 的闭子集 , O =

∪j Φ m Pj ,且 Pj \ Ui ( x
j
) < ( G ( xj) \ Ui ( x

j
) ) ∩clX ( V ( xj) ) < W ( xj) ∩clX ( V ( xj) ) = ª,因而 Pj <

Ui ( x
j
) ,于是{ Pj : j Φ m}是 U| O在 O 中的闭加细. ■

定理 4. 1. 6[21 ] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是强 6 3 空间.

(2) X 是次仿紧的 6 3 空间.

(3) X 是等紧的 6 3 空间. [113 ,定理 3. 2. 5 ]

证明　只须证明强 6 3 空间是次仿紧空间. 设 X 是强 6 3 空间 ,让 P 是空间 X 的由某些紧

子集组成的覆盖 C的σ遗传闭包保持的闭 (modk) 网. 如果 U 是 X 的开覆盖 ,对于每一 x ∈X ,

存在紧子集 C ( x) ∈C使得 x ∈C( x) . 由引理 4. 1. 5 ,存在 X 中的开集 O ( x) 使得 C ( x) < O ( x)

且 U| O ( x)在 O ( x) 中有有限的闭加细 F( x) ,从而对于某个 P( x) ∈P 有 C ( x) < P( x) < O ( x) .

让 F = { P( x) ∩F : x ∈X , F ∈F( x) } . 由于 P 是σ遗传闭包保持的且每一 F( x) 是有限的 , F 是

U 的σ闭包保持加细. 对于每一 x ∈X 和 F ∈F( x) ,如果 z ∈X \ ( P( x) ∩F) ,置

Lz =
X \ P( x) , z ∈X \ P( x)

O ( x) \ F , z ∈P( x) \ F
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那么 L z 是点 z 在 X 中的开邻域且Lz ∩( P( x) ∩F) = ª,于是 P( x) ∩F 在 X 中是闭的 ,所以 U

有σ闭包保持的闭加细 ,故 X 是次仿紧空间. ■

推论 4. 1. 7 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X 是强 6 空间.

(2) X 是次仿紧的 6 空间.

(3) X 是等紧的 6 空间.

(4) X 有σ离散的闭 (modk) 网. [113 ,定理 3. 2. 15 ]

证明　由定理 4. 1. 6 仅须证明 (1) ] (4) . 让 ∪i ∈N P i 是空间 X 的由某些紧子集组成的覆

盖 C的σ局部有限的闭 (modk) 网 ,其中每一 P i 在 X 中是局部有限的. 对于每一 i ∈N ,因为 X

是次仿紧空间 ,存在 X 的σ离散的闭覆盖 F i 使得 F i 的每一元交 P i 的至多有限个元 ,那么 P i

∧F i 在 X 中是σ离散且闭的. 置 P = { ∩F :F 是 ∪i ∈N ( P i ∧F i) 的有限子集} ,则 P 是 X 中的σ

离散闭集族且关于有限交封闭. 对于每一 x ∈C ∈C , C < U 且 U 在 X 中开 ,则存在 i ∈N , P ∈

P i 和 F ∈F i 使得 x ∈F 且 C < P < U ,于是 P ∩F ∈P 且 x ∈P ∩F < U ,因而 P 是 X 的几乎

(modk) 网. 由文[113 ,引理 1. 5. 13 ] , P 是 X 的σ离散且闭的 (modk) 网. ■

定理 4. 1. 8[21 ] 　设 f∶X →Y 是具有LindelÊf 纤维的闭映射. 如果 X 是强 6 空间 ,则 Y 也是

强 6 空间. [113 ,命题 3. 2. 18 ]

证明　因为 X 是强 6 空间 ,由定理 4. 1. 6 , X 是次仿紧空间. 因为 f 是闭映射 , Y 是次仿紧

空间. 设 ∪n ∈N P n 是 X 的由某些紧子集组成的覆盖 K 的σ离散的闭 (modk) 网. 对于每一 n ∈

N ,存在 X 的开覆盖 U n 使得 U n 的每一元仅交 P n 的至多一个元. 对于每一 y ∈Y ,因为 f - 1

( y) 是 LindelÊf 的 ,存在 U n 的可数子集 U n ( y) 使得 f - 1 ( y) < ∪U n ( y) ,那么有 y 在 Y 中的开

邻域 V n ( y) 使得 f - 1 ( V n ( y) ) < ∪U n ( y) . 令 Vn = { V n ( y) : y ∈Y} ,则 Vn 是 Y 的开覆盖 ,因而 Vn

有σ离散的闭加细 Fn . 置 Fn = { Fα:α∈A n} ,那么对于每一α∈A n 存在 yα∈Y 使得 Fα < V n

( yα) . 让 B n = { f - 1 ( Fα) ∩U :α∈A n , U ∈U n ( yα) } ,那么 B n 是 X 的覆盖. 置 U n ( yα) = < Uα( j)

> ,那么 B n = ∪j ∈N B nj ,其中每一 B nj = { f - 1 ( Fα) ∩Uα( j) :α∈A n} . 设 Cn = ( P n ∧B n) - =

{ P ∩B : P ∈Pn , B ∈B n} . 因为 P n 在 X 中是离散的闭集族 ,所以 P n 的每一元是 Cn 的某子集

的并集. 让 P n = { Pβ:β∈Γn} ,那么 Cn = ∪j ∈N Cnj ,其中每一 Cnj = { Pβ∩f - 1 ( Fα) ∩Uα( j) :α∈

A n ,β∈Γn} ,因此 f (Cnj) = { f ( Pβ∩Uα( j) ) ∩Fα:α∈A n ,β∈Γn} . 因为每一 Uα( j) 交 Pn 的至多

一个元 ,并且 Fn 在 X 中是σ离散的闭集族 ,因此 f (Cnj) 在 Y 中是σ离散的闭集族. 由文[113 ,

引理 1. 5. 13 ] ,为完成结论的证明只须说明 ∪n , j ∈Nf (Cnj) 是 Y 的几乎 (modk) 网. 对于每一 y ∈

Y ,存在 x ∈K∈K 使得 y = f ( x) . 对于 Y 中的开集 W = f ( K) ,存在β∈Γn 满足 K < Pβ < f - 1

( W) . 因为 Pβ是 Cn 的某子集的并集 ,存在α∈A n 和 j ∈N 使得 x ∈Pβ∩f - 1 ( Fα) ∩Uα( j) < Pβ

< f - 1 ( W) ,因此 y ∈f ( Pβ∩Uα( j) ) ∩Fα< f ( Pβ) < W ,故 ∪n , j ∈nf (Cnj) 是 Y 的σ离散的闭的几

乎 (modk) 网 ,所以 Y 是强Σ空间. ■

定理 4. 1. 9[21 ,22 ] 　设 f : X →Y 是完备映射. 如果 Y 是次仿紧空间 ,则 X 是次仿紧空间.

[113 ,附录一命题 3. 2 ]

证明　设 U 是空间 X 的开覆盖. 对于每一 y ∈Y , f - 1 ( y) 是 X 的紧子集 ,由引理 4. 1. 5 知

存在 X 中的开子集 O ( y) 使得 f - 1 ( y) < O ( y) 且在 O ( y) 中 U| O ( y) 有有限的闭加细. 由于 f 是
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闭映射 ,存在 Y 中的开子集 H ( y) 使得 y ∈H ( y) 且 f - 1 ( H ( y) ) < O ( y) ,在 f - 1 ( H ( y) ) 中

U| f
- 1

( H( y) )有有限的闭加细 Fy . 让 H = { H ( y) : y ∈Y} . 因为 Y 是次仿紧空间 , H 有σ离散的

闭加细 W= ∪i ∈NWi ,其中每一 Wi = { Wi , y : y ∈Y}在 Y 中是离散的闭集族且 Wi , y < H ( y) . 对

于每一 i ∈N ,置 P i = { f - 1 ( Wi , y) ∩F : y ∈Y 且 F ∈Fy} . 往证 P = ∪i ∈N P i 是 U 的σ离散的闭

加细. 显然 , P 是 U 的加细. 对于每一 i ∈N ,因为 f - 1 (Wi) 在 X 中是离散的且对于每一 y ∈Y ,

Fy 是有限的 ,于是 P i 在 X 中是σ离散的. 对于每一 y ∈Y 和 F ∈Fy ,如果 x ∈X \ ( f - 1 ( W i , y)

∩F) ,置

L x =
X \ f - 1 ( W ( i , y) , x ∈X \ f - 1 ( Wi , y

f - 1 ( H( y) ) \ F , x ∈X \ f - 1 ( Wi , y \ F.

那么 L x 是点 x 在 X 中的开邻域且L x ∩( f - 1 ( Wi , y) ∩F) = ª,于是 f - 1 ( W i , y) ∩F 在 X 中是闭

的 ,故 X 是次仿紧空间. ■

上述定理最先是文[22 ]在较多的准备工作之后利用“次仿紧映射”来证明的 ,我们在此给

出了它的一个直接、简单的证明.

推论 4. 1. 10 　设 f : X →Y 是完备映射. 如果 X 有 Gδ对角线且 Y 是半层空间 ,那么 X 是半

层空间. [113 ,命题 3. 3. 11 (3) ]

证明　因为 Y 是半层空间 ,所以 Y 是次仿紧空间[113 ] ,于是 X 是次仿紧空间. 又因为 X 是

具有 Gδ对角线的次仿紧空间 ,所以 X 是σ# 空间 ,再由文[113 ,命题 3. 3. 10 (3) ] X 是β空间 ,所

以从文[113 ,定理 1. 7. 7 (2) ] (没使用正则性) 知 X 是半层空间. ■

定理 4. 1. 11 　设 f : X →Y 是闭映射 , Y 是第一可数空间. 若每一 f - 1 ( y) 是 X 的第一可数

的紧子集 ,则 X 是第一可数空间. [113 ,引理 3. 3. 13 ]

证明　对于 x ∈X ,记 y = f ( x) , < Ui > 是 y 在 Y 中的可数局部基 , < V i > 是 X 的开子集

族使得 < V i ∩f - 1 ( y) > 是点 x 在 f - 1 ( y) 中的局部基. 对于 i ∈N ,让 Fi ( x) = f - 1 ( y) \ V i ,则

Fi ( x) 是 X 的紧子集 ,于是存在 X 中互不相交的开集 Wi 和 Gi 使得 x ∈Wi 且 Fi ( x) < Gi ,那么

f - 1 ( y) < V i ∪Gi ,于是存在 ji ∈N 使得 f - 1 ( Uj
i
) < V i ∩Gi ,从而 ( X \ V i) ∩f - 1 ( Uj

i
) < Gi . 不妨

设 W i < V i 且 W i + 1 < W i . 往证 < Wi ∩f - 1 ( Ui) > 是点 x 在 X 中的局部基. 设 xi ∈W i ∩f - 1 ( Ui) .

若 x0 是序列{ x i}的一个聚点 ,由于 f ( xi) ∈Ui ,于是在 Y 中序列{ f ( xi) }收敛于 y ,所以 x0 ∈

f - 1 ( y) . 如果 x0 ≠x ,则存在 n ∈N 使得 x0 ∈X \ Vn ,于是 x0 ∈Gn ,从而有无限多个 i 使得 x i ∈

Wn ∩Gn = ª,矛盾. 因而 , x0 = x ,即{ x i}仅能以 x 为唯一的聚点. 若序列{ xi}不收敛于 x ,那么

存在子序列{ xi n}在 X 中离散 ,由于 f - 1 ( y) 为紧 ,不妨设每一 x i
n

| f - 1 ( y) ,于是 < f ( x i n) > 在

Y 中离散 ,与序列{ f ( xi n) }收敛于点 y 相矛盾. 故 X 是第一可数空间. ■

注 4. 1. 12 　设 f : X →Y 是闭映射 ,其中 X 是可展空间 , Y 是第一可数空间 ,那么 Y 是可展

空间[113 ,定理 3. 5. 9 (2) ]. T. Mizokami 在[163 ,164 ]中证明了 T1 可展空间的第一可数的闭映象

是可展空间.

4. 2 　必不可少的正则性条件

本节以几个例子说明文[113 ]的一些命题中关于正则性的假设是必不可少的.

例 4. 2. 1[125 ] 　R 的点无理扩张拓扑空间 X.

(1) X 不是正则空间.
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(2) X 具有可数基.

(3) X 是可分度量空间的紧覆盖开映象.

(4) X 是度量空间的σ局部有限映象.

(5) X 不是可数亚紧空间.

(6) X 不是度量空间的商π映象.

证明　令 Q 是实数集 R 中的全体有理数 , D = R \ Q ,τ是 R 的欧氏拓扑 ,在 X = R 上赋

予点无理扩张拓扑τ3 = { { x} ∪( D ∩U) : x ∈U ∈τ} ,称 ( X ,τ3 ) 为点无理扩张拓扑空间[204 ] .

文[204 ,例 69 ]已证明了 X 是 T2 ,非正则 ,具有可数基的空间. 由文[113 ,命题 2. 4. 3 ] , X 是可分

度量空间的紧覆盖开映象. 由文[113 ,定义 2. 10. 1 ] , X 是度量空间的σ局部有限映象 . 所以 (1)

～ (4) 成立.

为证明 X 不是可数亚紧空间 ,我们引用 Ishikawa[92 ]的可数亚紧空间的下述刻画 :若 < Fn

> 是 X 的递减的闭子集列且 ∩n ∈N Fn = ª,则存在 X 的开子集列 < Gn > 使得每一 Fn < Gn 且

∩n ∈NGn = ª. 记 Q = < rn > ,对于每一 n ∈N ,令 Fn = { ri : i Ε n} ,因为 Q 是 X 的离散子集 , <

Fn > 是 X 的递减的闭子集列且 ∩n ∈N Fn = ª,若 X 是可数亚紧空间 ,则存在 X 的开子集列 <

Gn > 使得每一 Fn < Gn 且 ∩n ∈N Gn = ª. 对于每一 n ∈N 和 x ∈Fn ,存在 U ( n , x) ∈τ使得 x ∈U

( n , x) , U ( n , x) ∩{ ri : i < n} = ª且{ x} ∪( D ∩U ( n , x) ) < Gn ,于是 U ( n , x) = ( U ( n , x) ∩

Q) ∪( U ( n , x) ∩D) < Gn ,从而有 On ∈τ使得 Fn < On < Gn ,因此 ∩n ∈NOn = ª,这与τ是 Baire

拓扑相矛盾 ,所以 X 不是可数亚紧空间. 故 (5) 成立.

若 X 是度量空间的商π映象 ,由于 X 是第一可数空间 ,则 X 是度量空间的伪开π映象 ,

再由文[113 ,定理 2. 9. 11 ]知 X 是半度量空间 ,从而 X 是次仿紧空间 ,这与 (5) 相矛盾. 因此 , X

不是度量空间的商π映象. 故 (6) 成立. ■

例 4. 2. 2[125 ] 　Светличный空间 X.

(1) X 不是正则空间.

(2) X 是σ闭离散空间.

(3) X 不具有 Gδ
3 对角线.

证明　我们介绍在文[207 ,引理 3 ]中 Светличный把任意的恰有一个非孤立点的空间表示

为一个具有闭σ离散空间的开紧映象的方法 ,构造所需要的空间.

取 Y 是任一恰有一个非孤立点的不具有点 Gδ性质的 T2 空间 ,记 Y 的非孤立点为 a 并让

Z = Y \ { a} ,那么 Z 是 Y 的开离散子空间. 点 a 在 Y 中的邻域基元形如W ( U) = { a} ∪U ,其中

U < Z. 定义集合 X = Y ∪Z ×{ 1 ,1/ 2 ,1/ 3 , ⋯} ) ,并赋予 X 如下拓扑 :对于每一 n ∈N , Z ×{ 1/

n}是 X 的开离散子空间 ;对于每一 z ∈Z , z 的邻域基元形如 W ( n , z) = { z} ∪{ ( z ,1/ k) : k Ε
n} , n ∈N ; a 的邻域基元形如 W ( n , U) = { a} ∪( ∪{ U ×{ 1/ k} : k Ε n} ) , n ∈N 且 W ( U) 是 a

在空间 Y 中的邻域基元. 那么 X 是非正则的 T2 空间 , Z 及每一 Z ×{ 1/ n}都是 X 的闭离散子

空间 ,于是 X 是σ闭离散空间 ,从而 X 是具有 Gδ对角线的次仿紧空间.

如果空间 X 具有 Gδ
3 对角线 ,则有 X 的开覆盖的序列{ P n} 使得{ a} = ∩n ∈N cl ( st ( a ,

Pn) ) ,那么对于每一 n ∈N 存在点 a 在 X 中的某邻域基元 W ( k ( n) , Un) 使得 a ∈W ( k ( n) ,

Un) ∈P n ,因此{ a} ∈∩n ∈NW ( Un) < ∩n ∈N ( W ( k ( n) , Un) ∪W ( Un) ) = ∩n ∈NW ( k ( n) , Un) <
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∩n ∈Ncl ( st ( a , P n) ) = { a} ,即{ a} = ∩n ∈NW ( Un) ,所以 a 在 Y 中具有点 Gδ性质 ,矛盾. 故空间

X 不具有 Gδ
3 对角线性质. ■

例 4. 2. 3[125 ] 　半园盘拓扑空间 X.

(1) X 不是正则空间.

(2) X 是可展空间.

(3) X 不是 meta2Lindel o¨f 空间.

(4) X不具有点可数的 cs 3 网.

(5) X具有局部可数且σ离散的 k 网.

(6) X 不存在 p 序列. Ξ

证明　记τ是平面 R2 的欧氏拓扑 , S = { ( x , y) : x , y ∈R , y > 0} , L = { ( x ,0) : x ∈R}且 X

= S ∪L . 在 X 上赋予半园盘拓扑τ3 = {τ| X} ∪{ { x} ∪( S ∩U) : x ∈L , U ∈τ} ,称 ( X ,τ3 ) 为半

园盘拓扑空间[204 ] . 文[204 ,例 78 ]已证明了 X 是 T2 ,非正则 ,可分 ,非 LindelÊf ,第一可数空间.

利用 R2 的球形邻域易验证 X 是可展空间. 由于可分的 meta2LindelÊf 空间是LindelÊf 空间 ,所以

X 也不是 meta2LindelÊf 空间 ,从而 X 不具有点可数基 ,由定理 2. 1. 1 (3) 知 X 不具有点可数的

cs 3 网. 所以 (1) ～ (4) 成立.

X 具有局部可数且σ离散的 k 网. 对于 x ∈R2 , r > 0 ,记 B ( x , r) 为 ( R2 ,τ) 的中心在 x 半

径为 r 的开球. 置 P = { { p} : p ∈L} ∪{ B ( q ,1/ n) ∩S : q 的两个坐标均是有理数 , n ∈N} . 由于

L 是 X 的离散闭子集 ,所以 P 是 X 的局部可数且σ离散的集族 ,往证它是 X 的 k 网. 设 K是 X

的紧子集 , U 是 X 的包含 K的开子集. 对于每一 x ∈X ,让{ P ∈( P) x : P < U} = < Pn ( x) > ,那

么 K由{ Pn ( x) : x ∈K, n ∈N}的某有限子集所覆盖. 若不然 ,则存在 K中的序列{ pn}使得对于

每一 i , j < n 有 pn | Pi ( xj) . 因为 K是第一可数的 ,存在{ pn}的子序列{ pn
k
}收敛于 p ∈K,于是

存在 P ∈P 和{ pn
k
}的子序列 T 使得 T < P < U. 事实上 ,由于 L 是离散的 ,不妨设所有的 pn

k
∈

S ,则在τ中序列{ pn
k
}收敛于 p ,又由于{ B ( q ,1/ n) : q 的两个坐标均是有理数 , n ∈N}是τ的

可数基 ,于是存在两个坐标均是有理数的点 q ,和自然数 h , m 使得{ p} ∩{ pn
k
: k Ε h} < B ( q ,

1/ m) < U ,从而{ pn
k
: k Ε h} < B ( q ,1/ m) ∩S < U. 因而 ,对于某个 i , j ∈N 有 P = Pi ( xj) ,取 n

> i , j 使得 pn ∈P ,这是一个矛盾. 因此 P 是 X 的 k 网. 故 X 具有局部可数且σ离散的 k 网 ,所

以 (5) 成立.

最后证明 X 不存在 p 序列. 若不然 ,则存在 X 的开覆盖列{ U n}满足 :对于每一 x ∈X , n ∈

N ,若 x ∈Un ∈U n ,则

(3. 1) Dx = ∩n ∈NUn是 X 的紧子集.

(3. 2) { ∩n ≤kUn : k ∈N}是 Dx 在 X 中的网.

现在 ,取定 x = (0 ,0) ∈X ,对于每一 n ∈N ,存在 x 在 X 中的开集 Un ∈U n ,取 x 在 X 中的

基本开集{ x} ∪( S ∩B ( x ,2 rn) ) < Un ,其中 rn + 1 < rn ,设 xn = ( x + rn ,0) ,则 xn ∈∩k Φ nUk ,于是

从条件 (3. 1) 和 (3. 2) 知序列{ xn}在 X 中有聚点 ,这与 < xn > 是 X 的闭离散子集相矛盾 ,从而

X 不存在 p 序列 ,故 (6) 成立. ■
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一些度量化定理是在 T1 空间中建立的[49 ] . 但在 T1 空间中我们也将失去一些很好的结果 ,

如闭映射未必保持 T1 仿紧性[112 ] ,紧的可数的 T1 空间未必具有可数基[11 ] ,T1 仿紧性不是 Fσ遗

传的[75 ] ,映满 T1 空间的紧空间上的一对一映射未必是同胚映射等. 最后举一例说明在 T1 空间

中几个众所周知的结果将不再成立.

例 4. 2. 4 　存在完备映射 f : X →Z 具有下述性质 :

(1) X 是紧 , T1 ,非 T2 ,具有 Gδ对角线 ,不具有 Gδ
3 对角线的空间.

(2) Z 是紧度量空间.

证明　　令 I 是单位闭区间 , X = I ×{ 0 , 1 , 1/ 2 , 1/ 3 , ⋯⋯} . Z = ( I ×{ 1 , 1/ 2 , 1/ 3 , ⋯⋯} )

∪{ (0 ,0) } . X 的拓扑定义如下 :对于每一 n ∈N , I ×{ 1/ n}具有欧氏拓扑 ,对于每一 a ∈I ,点

( a ,0) 的邻域基取为{ ( U ×{ 0} ) ∪( I ×{ 1/ k : k Ε n} ) : U 是 a 在 I 中的欧氏邻域 , n ∈N} . Z 的

拓扑定义如下 :对于每一 n ∈N , I ×{ 1/ n}具有欧氏拓扑 ,点 (0 ,0) 的邻域基取为{ { (0 ,0) } ∪( I

×{ 1/ k : k Ε n} ) : n ∈N} . 易验证空间 X , Z 具有所列性质.

定义 f : X →Z 使得 f ( x , y) =
( x , y) , y ≠0

(0 ,0) , y = 0
. 则 f 是连续的闭映射且每一 f - 1 ( y) 是 X 的紧

度量子空间. ■

与上述例子相关的在 T2 空间中成立的几个著名定理有 ,

(4. 1) 　具有 Gδ对角线的紧空间是可度量空间. [113 ,定理 1. 4. 10 ]

(4. 2) 　具有 Gδ对角线的空间如果是度量空间的完备逆象则也是度量空间. [113 ,定理

2. 2. 10 ]

本节最后提出几个与文[113 ]中的命题有关的正则性问题供探讨.

问题 4. 2. 5 　(1) 设空间 X 具有点 Gδ性质. 若 f : X →Y 是闭映射 ,那么 f 是否是序列商映

射 ? [113 ,命题 2. 1. 17 (2) ]

(2) 遗传闭包保持集族的闭包是否仍是遗传闭包保持集族 ? [113 ,命题 2. 5. 2 ]

(3) 可分度量空间的商π映象是否是可分度量空间的商紧映象 ? [113 ,推论 2. 9. 15 ,推论

2. 9. 16 ]

(4) 具有可数 (modk) 网的空间是否可表为可分度量空间的完备逆象的连续映象 ? [113 ,

推论 2. 10. 8 ]

(5) 具有点可数 p2k 网的次亚紧的ω△空间是否是可展空间 ? [113 ,命题 3. 1. 8 ]

(6) 强Σ# (或次亚紧) 、ω△空间是否具有严格 p 序列 ? [113 ,定理 3. 5. 4 ]

4. 3 　几点错误

本节指出文[113 ]中的命题 2. 7. 3、引理 3. 2. 13、命题 3. 2. 14、定理 3. 2. 20、命题 3. 5. 14、命

题 3. 6. 16 和引理 3. 8. 15 证明中的一些失误 .

4. 3. 1 　伪序列覆盖映射

文[113 ,命题 2. 7. 3 ]不加证明地断言 :伪序列覆盖映射保持 cs 3 网. 这是不正确的.

例　让 S1 = { 0} ∪< 1/ n > . 赋予 S1 通常的欧氏拓扑 ,定义 f :βN →S1 使得 f ( n) = 1/ n , f

(βN \ N) = { 0} ,则 f 是完备映射 ,于是 f 是伪序列覆盖映射. 令 P = { { x} : x ∈βN} ,由于βN

不存在非平凡的收敛序列 ,所以 P 是βN 的 cs 3 网 ,但是 f ( P) = { { y} : y ∈S1}不是 S1 的 cs 3

网. 故伪序列覆盖映射未必保持 cs 3 网.
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若更设原象空间的每一紧子集是序列紧的 ,则伪序列覆盖映射保持 cs 3 网. ■

4. 3. 2 　∑3 空间的分解定理

在文[113 ,引理 3. 2. 13 ]我们证明了下述结果 :设∪n ∈N P n 是空间 X 的闭拟 (modk) 网 ,其中

每一 P n 是 X 的遗传闭包保持集族. 置 D = { x ∈X :存在 n ∈N 使得| ( P n) x | Ε Τ 0} ,则 D 是 X

的σ闭离散子空间.

证明的思路是对于每一 n ∈N ,置 En = { x ∈X : ∩( P n) x = { x} } ,则 E 是 X 的闭离散子空

间且 D < ∪n ∈N En ,于是 D 是 X 的σ闭离散子空间. 1998 年 6 月在参加北京一般拓扑学国际学

术会议期间彭良雪指出 ,一般说来 D < ∪n ∈N En 是不成立的. 下述例子由彭良雪在文 [ 178～

179 ]中给出.

例　让 X = N 赋予离散拓扑. 令 E = { n ∈N : n Ε 3} . 把 E 表示成可数个两两互不相交的

无限子集 An 之并 ,记 A n = { xni : i ∈N} . 定义

K = { { 1 ,2 , ⋯, n} : n ∈N , n Ε 2} ,

P′n = { { 1 ,2 , ⋯, n + 1} } ∪{ { 1 ,2 , ⋯, n + 1} ∪{ xni} : i ∈N} ∪{ { xni} : i ∈N} , n ∈N ,

P n = ∪k Φ n P′k ∪{ X} , n ∈N , P = ∪n ∈N P n .

易验证 , P 是 X 的关于 K 的σ遗传闭包保持的闭拟 (modk) 网. { 1 , 2} < D , { 1 , 2} ⁄ E =

∪n ∈N En . 因此 D ⁄ ∪n ∈N En . ■

文[113 ,引理 3. 2. 13 ]证明的失误在于文[113 ,158 页第 8 至 9 行 ]所取出的序列{ xn}的各

项未必是两两互不相同的 ,于是未必存在 k ∈N 使得 H < X \ { xn : n Ε k} . 文[113 ]的命题 3. 2.

14 和定理 3. 2. 20 的证明利用了文[113 ,引理 3. 2. 13 ] ,所以它们的正确性有待于探讨. 在一些

附加条件下文[113 ,引理 3. 2. 13 ]是成立的 ,如我们证明了若 X 是 k 空间 ,则 D 是σ闭离散空

间 ;彭良雪[178 ]证明了若 X 是具有点 Gδ性质的空间 ,则 D 也是σ闭离散空间.

4. 3. 3 　ωγ空间和ωM 空间的分解定理

在文[113 ,命题 3. 5. 14 ]我们证明了下述命题 :ωγ且β空间性质满足可数紧型分解定理.

上述命题证明的失误在于文[113 ,205 页倒数第 6 至 7 行 ]. 设 f : X →Y ,对于 zn ∈f - 1 ( yn)

( n ∈N) ,因为序列{ yn}的各项未必是两两互不相同的 ,所以从{ yn}在 Y 中有聚点及 f 是闭映

射不足以导出序列{ zn} 在 X 中有聚点. 由文 [113 ,命题 3. 5. 14 ]可获得ωM 空间的分解定理

[113 ,命题 3. 6. 16 ] :ωM 空间性质满足可数紧型分解定理. Ishii [91 ]的原始证明 (见文 [91 ]的第

18 页) 也出现上述所列的同样的失误. 因此文[113 ]的命题 3. 5. 14 和命题 3. 6. 16 的正确性有

待于探讨. 文[116 ]证明了如果假设象空间具有点 Gδ性质 ,则上述两命题仍是正确的.

4. 3. 4 　乘积空间的 k 空间性质

在讨论乘积空间的 k 空间性质时我使用了下述引理[113 ,引理 3. 8. 15 ] :设正则空间 X 是

具有点 Gδ性质的 k 空间 ,正则空间 Y 是第一可数空间. 若 X ×Y 是 k 空间 ,那么或者 X 是强

Fréchet 空间 ,或者 Y 是局部可数紧空间.

上述引理是正确的 ,但在证明中所构造的 X ×Z 的子空间 A = ∪n ∈NB n ×( B n ×{ n} ) 是不

正确的[113 ,242 页第 11 行 ]. 因为原证明断言 ,对于 X , Z 中含极限点的收敛序列 S , K,记 B =

A ∩( S ×K) ,则 B 是 S ×K的闭子集. 然而若取 X = Sω
1

,令 S = { x0} ∪B1 , K = { ( b1 ,1) } ∈B ×

{1} ,那么 S , K分别是 X , Z 中含极限点的收敛序列 ,于是 B = { ( b , ( b1 ,1) ) : b ∈B1} ,从而 ( x0 ,

·431·　　　　　　　　　　　　　　宁德师专学报 (自然科学版) 　　　　　　　　　　　　2000 年 5 月

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



( b1 ,1) ) ∈cl ( B) ∩( S ×K) \ B ,所以 B 不是 S ×K的闭子集.

作者在文[123 ]的原稿中为了获得具有紧可数 k 网空间的乘积空间的 k 空间性质也使用

了类似上述集合 A 的构造 ,该文的审稿专家对它的正确性提出了疑问 ,在稿件的修改中作者

发现原论证确实有误 ,并且给出了它的一个正确的证明. 在此 ,我们也给出文 [113 ,引理 3. 8.

15 ]的一个正确的证明. 由文[113 ,引理 3. 8. 15 ]的原有证明以及空间 X ×Y 具有点 Gδ性质 ,只

须证明对于 Z = { x0} ∪( ∪n ∈NB n ×{ n} ) ,则 X ×Z 不是 k 空间. 令 A = { ( x , ( x , n) ) ∈X ×Z :

x ∈B n , n ∈N} ,则 A < X ×Z 且 ( x0 , x0) ∈cl ( A) \ A . 另一方面 ,我们证明对于 X ×Z 的任一

非空紧子集 K, K∩A 是 K的闭子集. 由于 K是 X ×Z 的非空紧子集 ,存在 X 和 Z 的非空紧子

集 K1 与 K2 使得 K < K1 ×K2 . 从 K1 的紧性及集族{ B n}的性质 (即 ,若 X 中的序列{ xn}使得每

一 xn ∈B n ,则{ xn}在 X 中没有聚点) 知存在 i ∈N 使得 K1 ∩( ∪n Ε iB n) = ª. 记 B = ( K1 ×K2)

∩A . 对于任意的 a ∈K1 ×K2 \ B ,我们断言存在点 a 在 X ×Z 中的开邻域 V 使得 V ∩B = ª.

事实上 ,设 a = ( a1 , a2) . 若 a2 = x0 ,令 V1 = X ×({ x0} ∪( ∪n Ε iB n ×{ n} ) ) ,则 V1 是点 a 在 X ×

Z 中的开邻域 ,如果存在 b = ( b1 , b2) ∈V1 ∩B ,从 b1 ∈K知存在 i0 < i 使得 b1 ∈B i
0

,再从 b ∈A

∩V1 知 b2 = ( b1 , i0) ∈∪n Ε iB n ×{ n} ,于是 i0 Ε i ,矛盾 ,所以 V1 ∩B = ª;若 a2 ≠x0 且 a1 ≠

x0 ,令 V2 = { a} ,则 V2 是点 a 在 X ×Z 中的开邻域 ,显然有 V2 ∩B = ª;若 a2 ≠x0 且 a1 = x0 ,

设 a2 = ( xnm , n) ∈B n ×{ n} ,令 V3 = ( X \ { xnm} ) ×{ a2} ,则 V3 是点 a 在 X ×Z 中的开邻域 ,如

果存在 c = ( c1 , c2) ∈V3 ∩B ,则 c2 = a2 ,从 c ∈A ∩V3 知 c1 = xnm ∈X \ { xnm} ,矛盾 ,所以 V3 ∩

B = ª. 因此 , B 是 K1 ×K2 的闭子集. 从而 K∩A 是 K的闭子集. 这说明 X ×Z 不是 k 空间. ■
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Point2Countable Covers

And Sequence2Covering Mappings

LIN Shou
(Department of Mathematics ,Ningde Teachers’College ,Ningde Fujian　352100 ,China)

Abstract :The method of mappings and covers is a basic tool to study general topology. The theory of

generalized metric properties and covering properties stems from a generalization of metrizability and com2
pactness ,in which a great many problems involve a research for certain point2countable covers. A deliber2
ation on questions related to point2countable covers leads to a development of the theories of k2networks

and mappings of metric spaces in generalized metric spaces. This paper summarizes the essential tasks and

the important contribution to the theory of generalized metric spaces in the past ten years ,and in two parts

expounds some results obtained by author and cooperators concerning spaces and mappings in the past

three years. In the first part ,which is contained in the second and the third chapters ,we discuss the rela2
tions among point2countable covers ,the sequences of point2finite covers ,and s2images and compact images

of metric spaces. In the second part ,which is contained in the fourth chapter ,we consider a regular sepa2
rated axiom and some gaps in proofs with respect to the book“Generalized Metric Spaces and Mappings”.

In the first part of this paper ,we centre on several questions with sequence2covering images of metric
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spaces. The concepts of sequential networks ,point2star networks ,sn2covers and so2covers are introduced.

The properties of families about k2networks ,cfp2networks ,cs2networks and sn2networks are made use of .

The main results are that shows some exquisite relations among a weak first2countability ,S2 and Sω ,and

that establishes certain characterizations of images of metric spaces under sequential quotient mappings ,

compact2covering mappings ,sequence2covering mappings and 12sequence2covering mappings. Their role is

to replenish the theory of sequence2coverings mappings , and to deepen some theorems obtained by

Arhangel’skii ,Michael ,Nogura ,Shibakov ,Svetlichny ,Velichko ,Tanaka and others. In particular ,the fol2
lowing questions are answered affirmatively ,

(1) Arhangel’skii’s question[208 ] : If X is a sequential space with a weighκ,then is X a quotient

image of a metric space with a weighκ?

(2) Ikeda2Liu2Tanaka’s question[89 ] : For a sequential space X with a point2regular cs2network ,

characterize X by means of a nice image of a metric space.

(3) Liu2Tanaka’s question[149 ,218 ] : Let X be a k2space with a point2countable k2network. If X con2
tains no closed copy of Sω ,and no S2 ,then does X have a point2countable base ?

(4) Liu2Tanaka’s question[147 ] : Let X be a k2space with aσ2point2finite k2network. If X contains

no closed copy of Sω ,then is X a gf2countable space ?

(5) Tanaka’s question[218 ] : Let X be a sequential space which contains no closed copy of Sω. If X

has a point2countable cs2network ,then does X have a point2countable weak base ?

And ,the following questions are answered partially ,

(6) Michael2Nagami’s question[158 ] : If X is a quotient and s2image of a metric space ,then is X a

quotient ,compact2covering and s2image of a metric space ?

(7) Velichko’s question[231 ] : Find aΦ2property such that a space X is a quotient and s2image of a

metric andΦ2space if and only if X is aΦ2space which is a quotient and s2image of a metric space.

In the second part of this paper ,we concentrate our attention on a regular separated axiom and a few

gaps in proofs of“Generalized Metric Spaces and Mappings”. Buhagiar’s idea studying fibrewise general

topology is absorbed. The main results are that obtains several generalized metric theorems in T22spaces ,

and that opens up a research for subparacompactness. For example ,it is proved that strongΣ3 2spaces are

subparacompact ,and that subparacompactness is invariant under perfect pre2images ,and some interesting

examples are constructed which shows that (1) aσ2closed discrete space without any Gδ3 2diagonal , (2) a

space with a locally countable andσ2discrete k2network without any point2countable cs 3 2network ,and (3)

a developable space without any p2sequence. Their signification is to improve some results obtained by

Burke ,Gruenhage ,Junnila ,Michael , Tanaka and others ,and to enrich the theory of mappings ,covering

properties and generalized metric spaces.

In a word ,our work takes a notable role in the theory of generalized metric spaces.

Key Words :Metric spaces ,point2countable families ,sequence2covering mappings ,k2networks ,regu2
lar spaces
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