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　　摘要: 综述作者近年来在广义度量空间理论中的研究进展, 内容涉及点可数覆盖、空间分类设想、遗传

闭包保持覆盖、独立性问题与函数空间拓扑, 同时提出一些尚未解决的问题.
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1　广义度量空间

拓扑学的中心课题是确定和研究拓扑不变量. A. A rhangelπsk ii[ 1 ]指出: 点集拓扑学致力于拓扑空

间及连续性的研究, 有三个主要的“内在”任务, 一是不同拓扑空间类的比较, 二是确定类的研究, 三

是为上述目的及应用的需要定义出新的概念和空间类. 实现任务一的联结空间的映射的方法特别重要,

该方法是直接建立不同空间类之间的联系, 任务二主要涉及空间类关于运算的性质, 而覆盖的方法对

完成上述任务起重要的作用.

由此可见, 映射与覆盖的方法是点集拓扑学中通用的重要工具, 通过对度量化问题、空间与映射

的相互分类原则和积空间的仿紧性等点集拓扑学的主要课题的研究导致广义度量空间理论的建立. 什

么是广义度量空间? 粗略地说, 它们是这样的一些空间类, 继承了度量空间所具有的较好的映射性质

和运算性质且度量空间的某些理论或技巧能拓广到这些空间类, 如是否关于完备映射或闭映射保持?

是否关于子空间或闭子空间遗传? 是否关于有限积或可数积封闭? 是否具有一定的可和性? 是否具有

某种的覆盖性质? 从 60 年代起广义度量空间理论一直是点集拓扑学中活跃的研究方向, 所涉及的与公

理集合论、数理逻辑、组合数学、泛函分析、动力系统等分支相互交融而形成的大量问题已列入专著

《Open P rob lem s in Topo logy》[ 2 ]. 过去的 40 年间在不同时期内所取得的广义度量空间理论的成就已先

后总结在一些重要的论著中, 如文献 [3- 9 ].

受高国士教授 10 多年的教导, 近年来作者在广义度量空间理论方面作过一些探索性的研究, 尤其

偏爱空间与映射方面的课题. 广义度量空间理论从 60 年代起在国际上蓬勃发展, 各个不同时期均不断

有名家与名作涌现, 作者的工作受A. A rhangelπsk ii, L. Foged, G. Gruenhage, E. M ichael 和Y. T ana2
ka 等的影响较大. 刘应明和蒋继光[ 10 ]的综述报告介绍了作者早期的部分工作, 国家自然科学基金资助

项目研究成果年报[ 11 ]简要地报道了作者近期的研究工作. 本文较全面地综述作者[ 8, 12 ]在广义度量空间

理论方面的一些主要工作, 围绕该领域中引人注目的如点可数覆盖、空间的分类设想、遗传闭包保持覆

盖、独立性问题和函数空间的拓扑等方面取得的一系列较为系统、独具特色和创造性的工作进行论述.

本文所论空间均指满足正则且 T 1 分离性公理的拓扑空间.
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2　点可数覆盖

早在 20 年代, P. A lexandroff 和 P. U rysohn 就研究了具有点可数基的空间, 并证明了如果空间

X 具有由可分度量空间组成的点可数开覆盖, 则X 是度量空间. 1960 年, V. Ponom arev 用度量空间

的开 s 映像刻画了具有点可数基的空间, 为A lexandroff 的空间分类设想奠定了基础. 伴随着m eta-

L indel o¨f 等覆盖性质的进一步深入探索, 引导了一批一般拓扑学工作者对于点可数族的浓厚兴趣, 包

含CW 复形、函数空间、拓扑群等在内的具有确定的点可数覆盖空间的度量化问题依然吸引着一些一

般拓扑学名家的关注[ 2, 12 ]. 作者围绕具有点可数 k 网的空间、具有点可数 cs3 网的空间与具有点可数 cs

网的空间中的一些与点可数覆盖相关的问题进行工作, 引入了w cs3 网、序列邻域网、序列网和紧有限

分解网等概念, 借助特殊的商空间 S 2 和 S Ξ 阐述了在弱第一可数空间中点可数覆盖之间的精巧关系,

解决了A. A rhangelπsk ii、刘川、E. M ichael 和 Y. T anaka 等提出的问题.

具有点可数基的空间是点可数覆盖研究的核心. 作者的工作集中于适当的点可数覆盖在什么条件

下的具有点可数基, 证明了, (1) 空间X 具有点可数基当且仅当X 是具有点可数 cs 网的 gf 可数空间;

(2) 空间X 具有点可数基当且仅当X 是具有点可数w cs3 网的序列空间且不含有闭子空间同胚于S 2 和

S Ξ (回答 1998年刘川和Y. T anaka 的问题) ; (3) 空间X 具有点可数弱基当且仅当X 是具有点可数cs网

的序列空间且不含有闭子空间同胚于S Ξ (回答 1994 年Y. T anaka 的问题) ; (4) 空间X 具有点可数的序

列邻域网当且仅当X 是具有点可数 cs 网的 Α4 空间; (5) 空间X 具有点可数的序列网当且仅当X 具有

点可数的 cs3 网 (回答 1993 年A. A rhangelπsk ii 的问题) ; (6) 空间X 具有点可数的强 k 网当且仅当X

具有点可数的紧有限分解网 (回答 1973 年 E. M ichael 的问题).

1969年,V. F ilippov 证明了可数双商 s映射保持具有点可数基的空间后, 在点可数覆盖空间的映射

定理方面一直未取得实质性的突破, 作者利用w cs3 网的工具得到了一些新进展, 如证明了, (1) 闭

L indel o¨f 映射或定义域是 k 空间的闭映射保持具有点可数 k 网的空间; (2) 既开且闭的映射保持具有

点可数基的空间; (3) 具有点G ∆ 性质和点可数 k 网的空间上的闭映射是紧覆盖映射; (4) 具有点可数

cs 网的 F réchet 空间的伪开 s 映像具有点可数的 cs3 网.

3　空间分类设想

1961 年, 由 P. A lexandroff 提出, 引起点集拓扑学家广泛重视的空间分类设想是点集拓扑学的基本

而重要的研究方向[ 2, 3, 8 ]. 作者的研究发展了 s映射、紧映射、紧覆盖映射和闭映射的经典方法, 引入了 ss

映射, 1 序列覆盖映射和 2 序列覆盖映射等新工具, 较完整地建立了具有确定点可数覆盖空间的映射分

类, 描述了某些广义度量空间类的映射定理, 解决了A. A rhangelπsk ii, T. Ho sh ina, E. M ichael 和 Y.

T anaka 等提出的问题, 开创了国际上关于局部可分度量空间各类映像的研究, N 空间类①的出色工作

推动了国际上 k 网理论的研究, 成为该方向的重要文献.

关于 s 映射和紧映射, 作者获得了度量空间在各类序列覆盖 (或紧覆盖, 闭) s 映射和紧映射下像

空间的刻画, 证明了, (1) 空间X 是度量空间的伪序列覆盖 (分别地, 序列覆盖, 1 序列覆盖或 2 序列

覆盖) s 映像当且仅当X 是具有点可数的 cs3 网 (分别地, cs 网, 序列邻域网或序列开网) 的空间 (回

答 1966 年A. A rhangelπsk ii 和 1971 年 T. Ho sh ina 的问题) ; (2) 空间X 是度量空间的紧覆盖 s 映像

当且仅当X 是具有点可数的紧有限分解网的空间 (回答 1973 年 E. M ichael 的问题) ; (3) 空间X 是度

量空间的闭 s 映像当且仅当X 是 F réchet 的N 空间 (回答 1976 年Y. T anaka 的问题) ; (4) 空间X 是

度量空间的序列覆盖 (或 1 序列覆盖) 紧映像当且仅当X 是具有点正则 cs 网的空间 (回答 1997 年 Y.
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T anaka 等的问题) ; (5) 空间X 是度量空间的商紧映像当且仅当X 具有点有限的弱展开 (回答 1966 年

A. A rhangelπsk ii 的问题). 关于 ss 映射, 作者证明了空间X 是度量空间的紧覆盖 (或序列覆盖) ss 映

像当且仅当X 是具有局部可数 cs 网的空间.

在映射定理方面, 作者着力研究度量空间、N 空间、g 可度量空间和K 半层空间的闭映射性质. 受

A. A rhangelπsk ii 提出的完备映射的“正交性”和C. Bo rges 所证明的“具有 G∆ 对角线的仿紧M 空间

是可度量化空间”的启发, 形成了广义度量空间中的“完备逆像 G∆ 对角线定理”研究模式, 证明了N
空间、g 可度量空间、L asεnev 空间和半度量空间等满足完备逆像的 G∆ 对角线定理.

4　遗传闭包保持覆盖

1944 年, J. D ieudonné利用 P. A lexandroff 引进的局部有限集族定义了仿紧性, 带来了点集拓扑

学的繁荣景象. 下述两方面的进展促使人们真正认识到了遗传闭包保持集族的功效. 一是 1975 年D.

Bu rke, R. Engelk ing 和D. L u tzer 利用N. L asεnev 引进的遗传闭包保持集族, 证明了一个有趣的度量

化定理 (即, 空间X 是度量空间当且仅当 X 具有 Ρ遗传闭包保持基) ; 二是 1985 年L. Foged 证明了

L asεnev 空间 (即, 度量空间的闭映像) 可以刻画为具有 Ρ遗传闭包保持 k 网的 F réchet 空间. 作者系统

地研究了具有 Ρ 遗传闭包保持“基性质”空间的内在特征, 内容涉及 N 空间、 g 可度量空间、

(m odK) 可度量空间、M oo re 空间、M 空间、可展空间和 2 空间等重要的广义度量空间类, 建立了它

们与具有 Ρ局部有限“基性质”空间的精细关系, 回答了R. Git t ings, T. M iw a, T. N ogu ra, K. T am ano

等提出的问题.

作者探讨了遗传闭包保持集族与局部有限集族的内在联系, 认识到遗传闭包保持集族的闭包仍是

遗传闭包保持集族, 并在适当的弱第一可数性条件下除一小子集外可将空间的遗传闭包保持集族转化

为局部有限集族, 由此证明了一些形如具有 Ρ局部有限“基性质”的空间与具有 Ρ遗传闭包保持“基性

质”的空间等价的典型的对称结果, 如, (1) 空间X 具有 Ρ局部有限的 (m odK) 基 [ 即, X 是 (m odK)

可度量空间 ] 当且仅当它具有 Ρ遗传闭包保持的 (m odK) 基; (2) 空间X 具有 Ρ局部有限的 cs 网 (即, X

是 N 空间) 当且仅当它具有Ρ遗传闭包保持的 cs网; (3) 空间X 存在局部有限的弱展开 (即, X 是g 可

度量空间) 当且仅当 X 存在遗传闭包保持的弱展开; (4) M 3 空间和可展空间的遗传闭包保持刻画. 对

于一些不满足上述关系的空间类作者也获得了完整的补充条件, 如证明了, (1) 空间 X 具有 Ρ遗传闭

包保持伪基当且仅当它或者是一个 N 0 空间或者是一个所有紧子集为有限的 Ρ闭离散空间; (2) 空间

X 具有 Ρ局部有限弱基 (即, X 是 g 可度量空间) 当且仅当 X 是具有 Ρ遗传闭包保持弱基的 k 空间. 此

外, 应用遗传闭包保持集族的理论, 作者的研究带动了相关的L asεnev 空间、2 3 空间、空间的控制族及

广义度量空间的闭映射理论等的研究, 如证明了可数多个L asεnev 空间积的F réchet 子空间是L asεnev 空

间 (回答 1985年T. N ogu ra 的问题) , 获得了L asεnev 空间是由度量空间族控制的充要条件 (回答 1985年

T. M iw a 的问题).

5　独立性问题

从“连续统假设”的独立性可见源于点集拓扑基石的度量空间与紧空间而构建的广义度量理论中

出现的许多困难问题不是其自身所能克服的[ 2 ]. 自 70 年代迅速崛起的集论拓扑学解决了点集拓扑学中

一批久悬未决的有趣难题, 为广义度量空间理论的发展注入了新鲜血液. 最近二次的布拉格国际拓扑

学会议行家们都认为用集论拓扑的方法研究点集拓扑学依然是今后一个时期内非常有前途的研究方

向. 我国学者刘应明院士在 70 年代就成功地将集论公理应用于拓扑学的研究. 作者围绕 F. Jones 的

M oo re 空间的度量化问题和 E. M ichael 的乘积空间的 k 空间问题, 利用集论拓扑的M artin 公理和

BF (Ξ2) 等集论条件, 阐述了可分的 N 空间和具有点可数覆盖的 k 空间的乘积性质.
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1937 年, F. Jones 提出的“正规M oo re 是否是可度量化空间”问题支配了半个世纪来度量化问题

的研究, 60 年代末也恰是 F. T all 从研究M oo re 空间中的可分性与可数链条件 (CCC) 入手导致集论

拓扑学的飞速发展. 作者借助 G. R eed 探讨可分正规M oo re 空间独立性问题的重要技巧证明了“是否

每一正规可分的N 空间是N 0 空间独立于通常的集论公理”, 日本学者N. Kem o to 在此基础上证明了

它等价于一集论假设, 已有不少文献报道作者提出的“CCC 的 N 空间”问题的研究进展.

1973 年E. M ichael 问:“两 k 空间的积空间是 k 空间的充要条件是什么”? G. Gruenhage, Y. T ana2
ka 等作了大量的研究, 获得了确定的广义度量空间类中M ichael 问题的较好解. 作者利用多年来在点

可数覆盖方面积蓄的实力, 从国外学者的工作中提炼出较为成熟的“T anaka 条件”, 利用集论拓扑的方

法在具确定的点可数覆盖空间中获得了M ichael 问题的正面解. 如证明了下述条件相互等价: (1) 集论

假设BF (Ξ2) 不成立; (2) 两具有紧可数 k 网的 k 空间的乘积空间是 k 空间当且仅当它们满足 T anaka

条件; (3) 两具有点可数 k 网的 F réchet 空间的乘积空间是 k 空间当且仅当它们满足 T anaka 条件. 在

一些具较强性质的空间类中不附加集论假设也可获得M ichael 问题的解.

6　函数空间拓扑

基于A. A rhangelπsk ii 的倡导及大量俄罗斯数学家的投入形成独树一帜的函数空间拓扑是很具活

力的研究方向[ 13 ]. 对点集拓扑学而言, 它是覆盖性质、广义度量空间理论、集论拓扑与泛函分析、拓

扑群、代数等数学分支结合的产物, 其中心问题之一是: 寻求拓扑性质 P、Q 使空间X 具有性质 P 当

且仅当函数空间C (X ) 具有性质Q. 函数空间理论的现代发展主要探讨函数空间上的基数函数、完备性

及正规性等. 作者对具点态收敛拓扑的函数空间C p (X ) 的正规性和桶形性质、对具紧开拓扑的函数空

间C k (X ) 的弱第一可数性、对C p (X ) 和具 ep i 拓扑的函数空间 C e (X ) 的基数函数进行了细致的研究,

获得了一系列的拓扑对偶条件, 回答了A. A rhangelπsk ii, D. L u tzer 和R. M cCoy 的有关问题, 并纠

正了R. M cCoy 和 I. N tan tu 专著[ 14 ]中的几个错误.

关于 C p (X ) 的正规性, 作者证明了对完全正则空间 X , 下述条件相互等价: (1) X 是可数空间;

(2) C p (X ) 是可度量空间; (3) C p (X ) 是分层空间; (4) C p (X ) 是单调正规空间, 这回答了 1994 年A.

A rhangelπsk ii 关于函数空间单调正规性的刻画问题. 关于 C p (X ) 桶形性质, 作者证明了对空间 X ,

(1) C p (X ) 是桶形空间当且仅当对X 的每一可数子空间 Y , C p (Y ûX ) 是桶形空间; (2) 对X 的任一子

空间 Y , C p (Y ûX ) 是桶形空间当且仅当 Y 的每一闭且在 X 中有界的子集是有限的, 由此否定回答了

1980 年D. L u tzer 和R. M cCoy 关于函数空间桶形性质的子空间刻画的一个问题. 关于C k (X ) 的弱第一

可数性, 作者证明了C k (X ) 是F réchet 空间当且仅当C Ξ
k (X ) 是强F réchet 空间, 这也等价于对X 中的每

一开 K 覆盖序列{U n: n ∈N } 存在U n ∈U n (Π n ∈N ) 使得{U n: n ∈N } 为X 的 K 序列. 在函数空间

基数函数的研究上, 作者一方面将C e (X ) 上的一些可数性质拓广为一般的无限基数的形式, 建立了 3

个基数函数公式, 即 (1) nw (C e (X ) ) = knw (X ) ; (2) Ω (C e (X ) ) = ww (C e (X ) ) = Πw (C e (X ) ) ; (3)

d (C e (X ) ) = ew (X ). 另一方面在涉及困难的函数空间的遗传稠密度和遗传L indelo¨f 度问题中证明了在

下列两种情形下有基数函数 hd (C p (X , Y ) ) = hL (X Ξ) , hL (C p (X , Y ) ) = hd (X Ξ) 成立, (1) ind (X ) =

0, Y 是无限的第二可数空间; (2) 空间 Y 是含有圆盘的第二可数空间.

7　一些尚待解决的问题

为进一步研究的需要, 作者在《广义度量空间与映射》[ 8 ] 中列举了一些尚未解决的问题, 本节的几
个问题是对它们的补充.

(1) 具有 Ρ局部可数 k 网的空间是否也具有 Ρ局部可数 cs 网?

(2) 具有 Ρ局部可数 k 网的 K 半层空间是否是 N 空间?
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(3) 具有闭包保持弱展开的空间是否是 g 可度量空间?

(4) 序列覆盖的闭映射是否保持 g 可度量空间?

(5) 开紧映射是否保持 N 0 空间?

(6) 开完备映射是否保持度量空间的商紧映像?
(7) M 1 空间是否满足完备逆像的G ∆ 对角线定理?

(8) 设X 是度量空间的商 s映像. 若X 的每一第一可数的子空间是局部可分的, 那么X 是否是局部
可分度量空间的商 s 映像?

(9) 局部可分度量空间的序列覆盖紧映像是否等价于具有由 N 0 子空间组成的点正则 cs 网的空
间?

致谢: 感谢高国士教授、刘应明教授、林群研究员、吴利生教授、蒋继光教授、戴牧民教授和周友成教授等前辈对
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Recen t Advances in the Theory of Genera l ized M etr ic Spaces
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Abstract: A su rvey of the resu lts ob ta ined by au tho r abou t the theo ry of genera lized m etric spaces

is g iven. It con ta in s the po in t2coun tab le covers, the classif ied hypo thesis of spaces, hered ita rily clo2
su re2p reserving covers, independence, the topo logy of funct ion spaces and som e open p rob lem s.

Key words: genera lized m etric space, po in t2coun tab le cover, m app ing, set theo ry, hered ita rily

clo su re2p reserving cover, funct ion space
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